
第二章  矩 阵  
矩阵的运算 

几种特殊矩阵 

分块矩阵 

逆矩阵 

初等矩阵 



几种特殊矩阵 
(1)行数与列数都等于  的矩阵  ，称为  阶 n nA

.nA方阵.也可记作 

(2)向量是特殊的矩阵, 例如 ( )1 2, , , ,na a aα = 

为1×n矩阵. 1
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1n×为    矩阵 

§2.1  矩阵的运算 

一、矩阵的概念 
术语：矩阵（数域F上的矩阵）， 记作 , , ( )m n ij m nA A a× ×



nm × （3）元素全为零的矩阵称为零矩阵，     零矩阵, 
记作     或   . nmo × o

【注】不同阶数的零矩阵是不相等的. 
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（4） 形如                的方阵称为对角阵. 

不全为0 

记作 ( ).,,, 21 ndiagA λλλ =



(5)方阵 
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nEE
称为单位矩阵（或单位阵） 

全为1 

术语 两个矩阵的行数相等,列数相等时,称为同型矩阵. 
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称为A的负矩阵 



1.矩阵的加法 

说明   只有同型矩阵才能进行加法运算. 
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设有两个     矩阵                 那么矩阵    
  与  的和记作      ，规定为 

nm × ( ) ( ),bB,aA ijij ==
A B BA+

定义 

两个矩阵                为同型矩阵,并且对应

元素相等,即 
( ) ( )ij ijA a B b= =与

( ),,,2,1;,,2,1 njmiba ijij  ===
则称矩阵     相等,记作 BA与 .BA =

矩阵相等的定义 
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由矩阵的加法和负矩阵可定义矩阵的减法 

矩阵加法的运算律 

( ) ;1 ABBA +=+
( ) ( ) ( ).2 CBACBA ++=++
( ) ( )3 , ;A O A A A O+ = + − =

(4) ( ) .A A A A O− = + − =
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定义 规定为或的乘积记作与矩阵数 ,λλλ AAA

2. 数与矩阵的乘法 

【注1】矩阵所有元素的公因子可以提到矩阵符号外. 

【注2】思考数乘行列式与数乘矩阵的差异：例如 
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数乘矩阵的运算律 

矩阵加法与数乘矩阵合起来,统称为矩阵的线性运算. 

（设      为      矩阵，     为数） µλ ,nm ×BA、

( ) ( ) ( )3 ;A Aλµ λ µ=
( ) ( ) ;2 AAA µλµλ +=+( ) ( )1 ;A B A Bλ λ λ+ = +

( )4 1 .A A⋅ =

解 1 2 1 1 0 31 12 2 , ( 2 )
2 2 3 4 1 1 4 3

X B A X B A B A
−     
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−   
= =   −   

例1 矩阵  满足             ，其中  2X A B X+ = −X

求   . X
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3. 矩阵乘法 
引例  甲、乙两厂，生产三种产品Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ， 
      各厂生产各种产品的产量列为矩阵A， 

三种产品单位产量的价格与耗电、耗水、耗油量列为矩阵B 

分别计算甲厂、乙厂的收入、耗电，耗水、耗油总量. 
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“第一行四个元素”为甲厂产品的总收入,总
耗电,总耗水、总耗油量 
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( ),,,2,1;,2,1 njmi  ==
并把此乘积记作 .ABC =

设        是一个     矩阵，        是一
个     矩阵，规定矩阵   与矩阵   的乘积 
是一个      矩阵        ，即 

( )ijaA = sm × ( )ijbB =
ns×

nm × ( )ijcC =
A B

矩阵的乘法定义 
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例2 
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例3 

【注】只有当左边矩阵的列数等于右边矩阵的行数
时，两个矩阵才能相乘. 

3 4 4 3× ×
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例4 计算 

( )
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例5 设 
1 1 1 2

,
1 1 1 2

A B
−   

= =   −   

计算 , .AB BA
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 
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1 1
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− 
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解 

【注】矩阵乘法的特殊性: 不满足交换律! 

强调AB为A左乘B，或B右乘A. 
若AB=BA，称A、B是可交换的.  

.AB O A O B O= ⇒ = =或  

可交换的两矩阵必为
同阶方阵 



例６设   
1 2 1 0 1 1

, , ,
0 3 0 4 0 0

A B C AC BC
     

= = =     
     

求 ，

解  1 2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 3 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0

.

AC BC

AC BC A B

           
= = = =          
           
= ≠

，

即 ，但

【注】矩阵乘法的特殊性：不满足消去律！ 

.AC BC A B= ⇒ =



说明 方程组的又一种表示方法—矩阵表示. 

例７设 11 12 1 1 1
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分析                的含义. ,AX B AX O= =
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解析 



例８ 设          是齐次线性方程组AX=0的解，证明                            

                     是齐次线性方程组AX=0的解. 
1 2, , , sη η η

1 1 2 2 s sc c cη η η η= + + +

例如 
1 0 1 2 3 1 2 3
0 1 3 2 1 3 2 1
     

=    
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 

( ) ;CABAACB +=+

矩阵乘法的运算律 

( ) ( ) ( );1 BCACAB =
( ) ( ) ,2 ACABCBA +=+
( ) ( ) ( ) ( )BABAAB λλλ ==3 （其中  为数）; λ

（4） 
    其中        分别为m阶，n阶单位阵. 

,m m n m n m n n m nE A A A E A× × × ×= =
,m nE E

单位阵名称 
的由来 



4．方阵的幂及其性质  

         若A是  阶方阵，则   为A的   次幂，即 

                 并且  

n kA k


个k

k AAAA = ,AAA kmkm += ( ) .mkkm AA =
( m, k 为自然数) 

【注1】 规定               . 0A E=

例９ 判断下列结论是否成立？ 

（1）              则            2 ,A O= A O=

（2） 2 2 2( ) 2A B A AB B+ = + +

（3） 2 2( ) 2E A E A A+ = + +

反例 
20 0 0 0

1 0 0 0
   

=   
   

  

【思考】 ?kE = : .kE E=答



【注2】由于矩阵乘法一般不满足交换律，即： 

,BAAB ≠ ( ) .BAAB kkk ≠

【思考】什么条件下，有 ( ) ?k k kAB A B=
答：AB＝BA． 

5. 矩阵的转置 

分析            的关系． 
1 4

1 2 2
2 5

4 5 8
2 8

A B
 

   = =      
 

与 ij jia b=其中 

记 , .T TB A A B= =



定义 设 
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与

,A B ,T TB A A B= =称    互为转置矩阵，记 

m n× n m×

即 设                      ，若  ( ) ( ),ij ijm n n m
A a B b

× ×
= =

, 1, 2, , 1, 2, ,ij jia b i m j n= = = 

,A B称     互为转置矩阵. 
例如 

( )8, 2, 4, 6 ,B =

8
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.
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 
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 



转置矩阵的运算性质 

( ) ( ) ;1 AA
TT = ( ) ( ) ;2 TTT BABA +=+ ( ) ( ) ;3 TT AA λλ =

( ) ( )4 T T TAB B A= ；

推广 1 2 1 1 2 1( )T T T T T
n n n nA A A A A A A A− −= 

例10 ( 1 2 1 ), (1 1 3 ), , .T nA Aα β α β= − = − =， ， ， ， 求

解     由 
1

(1,1, 3) 2 2,
1

Tβα
− 

 = − = − 
 
 

1 1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1 3

( 2) ( 2) ( 2) 2 2 6
1 1 3

n T n T T T T T T T T

T n n T n

A α β α β α β α β α β α βα β α βα β

α β α β− − −

= = =

− − 
 = − = − = − − 
 − 

 

利用矩阵乘法的结合律, 

5 ( ) ( ).Tr A r A=（）



6. 方阵的行列式 
定义    由  阶方阵  的元素所构成的行列式， 
叫做方阵   的行列式，记作    或 

n A
A A .det A


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
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
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32

A例
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32

=A则 .2−=

n阶矩阵 
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 
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 

A的行列式  



方阵行列式的性质 

( )1 TA A= ( )2 ;nkA k A=

( )3 AB A B= .AB BA⇒ =

3

2 4 6 1 2 3
8 10 12 2 4 5 6

14 16 18 7 8 9
=

1 2 3
2 4 5 6

7 8 9

 
  = 
 
 

【注】 , ( )m n n mA B m n× × ≠
m n n m n m m nA B B A× × × ×=,不一定有 

A,B为同阶方阵 TA=

B A BA= =

推广 1 2 1 2s sA A A A A A= 
都是同阶方阵 



3.2 几种特殊矩阵（均为方阵）  

1.对角矩阵 

性质  
(1)对角矩阵的和（差）、数乘，仍为对角矩阵; 

(2)两个对角矩阵的积仍为对角矩阵，且是可交换的. 

(3)对角矩阵的转置为本身. 

称为对角矩阵 
(或对角阵）. 
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形如                的方阵, 

不全为0 

记作 ( ).,,, 21 ndiagA λλλ =



2.单位矩阵(特殊的对角阵) 

1

2

1 0 0
0 1 0

0 0 1

n

n

E E

ε
ε

ε

 
 
 = =
 
 
 





   



称为单位矩阵（或单位阵）. 

【注】单位矩阵E在矩阵乘法中相当于数1在数的乘
法运算中的作用! 

性质 , ,m m n m n m n n m nE A A A E A× × × ×= =
0 , .kA E E E= =

单位矩阵的行列向量组都是基本单位向量组. 



3．数量矩阵 

【注】数量矩阵乘矩阵相当于数乘矩阵! 

a
a

a

 
 
 
 
 
 



(特殊的对角阵) 

a
a

a

 
 
 
 
 
 



m naA ×=
m m naE A ×=

m nA × m n n m naA E aA× ×= =

性质  
a

a

a

 
 
 
 
 
 

 m nA ×
m

n



4.三角形矩阵 

性质 

1.上三角形矩阵之和（差），仍为上三角形矩阵.  

2.数乘上三角形矩阵，仍为上三角形矩阵. 

3.两个上三角形矩阵的积，仍为上三角形矩阵.  

(下三角形矩阵性质) 

11 12 1 11

22 2 21 22

1 2

0 0
0 0

0 0

n

n

nn n n nn

a a a b
a a b b

A B

a b b b

   
   
   = =
   
   
   

 

 

   

 

或

若          满足     时      ，称为上三角形矩阵. ( )n ij n
A a= 0ija =i j>



5．对称矩阵与反对称矩阵 

如果         ，则称A为对称矩阵. 
如果         ，则称A为反对称矩阵.  

TA A=
TA A= −

【注】A为对称矩阵 , , 1, 2, ,ij jia a i j n⇔ = = 

    A为反对称矩阵 , , 1, 2, ,ij jia a i j n⇔ = − = 

反对称矩阵       . 0iia =
例如 1 4 5

4 2 6
5 6 3

A
 
 =  
 
 

1 4 5
4 2 6
5 6 3

TA
 
 =  
 
 

A为对称矩阵. 

1 4 5
4 2 6
5 6 3

B
 
 = − 
 − − 

是否为反对称矩阵？ 

0 4 5
4 0 6
5 6 0

C
 
 = − 
 − − 

C是反对称矩阵. 



性质 

     为对称矩阵                    仍为对称矩阵.  , , kA B kA A⇒ ±,A B

【注】    不一定仍为对称矩阵.  AB

反例 
1 2 0 3 6 5

, ,
2 0 3 1 0 6

A B AB
     

= = =     
     

     为反对称矩阵               仍为反对称矩阵.  ,A B kA⇒ ±,A B
2 1kA + 为反对称矩阵 
2kA 为对称矩阵 

【注】    不一定仍为反对称矩阵.  AB

反例 
0 2 0 3 6 0

, ,
2 0 3 0 0 6

A B AB
−     

= = =     − − −     



例1  设列矩阵                满足         
 
 

( )TnxxxX ,,, 21 = ,1=XX T

.,
,2,

EHH
HXXEHnE

T

T

=

−=

且阵

是对称矩证明阶单位矩阵为

证明 ( )TTT XXEH 2−= ( )TTT XXE 2−=
,2 HXXE T =−=

.是对称矩阵H∴
2HHH T = ( )22 TXXE −=

( )( )TTT XXXXXXE 44 +−= ( ) TTT XXXXXXE 44 +−=
TT XXXXE 44 +−= .E=



矩
阵
运
算 












 加法 
数与矩阵相乘 
矩阵与矩阵相乘 
转置矩阵 
方阵的行列式 

（3）只有当左边矩阵的列数等于右边矩阵的行数时，
 两个矩阵才能相乘,且矩阵相乘一般不满足交换律
 和消去律. 

（1）只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能进行加法运算. 

注意 

（2）矩阵的数乘运算与行列式的数乘运算不同. 

【小结】 












特殊矩阵 

方阵 ( );nm =

行矩阵与列矩阵; 

单位矩阵; 

对角矩阵; 

零矩阵; 

数量矩阵; 

上(下)三角形矩阵; 
对称矩阵与反对称矩阵. 

均为方阵 



2.3 分块矩阵 

  对于行数和列数较高或者结构特殊的矩阵A，为了简化运

算，经常采用分块法，使大矩阵的运算化成小矩阵的运算. 具

体做法是：将矩阵A用若干条纵线和横线分成许多个小矩阵，每

一个小矩阵称为A的子块，以子块为元素的形式上的矩阵称为分

块矩阵. 



11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A

a a a b

 
 
 =
 
 
 





 



1 2( )nA β β β=  1

2

j

j
j

mj

a

a

a

β

 
 
 =  
 
 
 


    为未知数    

在各方程中的系数  

jβ jx
1

2

m

A

α
α

α

 
 
 =
 
 
 



1 2( )i i i ina a aα = 

    为第  个方程中各
未知量的系数. 

iα i

      为系数矩阵， 为常数项. A B

( )AB=

引例 线性方程组 

             的增广矩阵 

AX B=

,

3

2

1
















=

B
B
B



















=

b
b

a
a

A

110
101
000
001

例 

一、矩阵的分块 





















=

b
b

a
a

A

110
101
000
001

,
43

21 







=

CC
CC









=



















=A

1a
1C

00
2C

10
01

0 a
3C

b
b
1

1
00

4C
即 

【分块原则】 横竖画直线，保证同列块列数相同，保证同行

块行数相同 



,







=

BE
OA

( ),4321 AAAA=



















=

b
b

a
a

A

110
101
000
001



















=

b
b

a
a

A

110
101
000
001

分块矩阵运算进行的基本原则： 

 分块计算与不分块计算的结果一致； 

 两种计算方法的运算法则一致; 

 块也是矩阵，块的运算仍然是矩阵的运算; 

二、分块矩阵的运算 



( )
有相同的分块法

采用列数相同的行数相同与设矩阵

,
,,1 BA

那么列数相同的行数相同与其中 ,,ijij BA

.

11

111111

















++

++
=+

srsrss

rr

BABA

BABA
BA






















=
















=

srs

r

srs

r

BB

BB
B

AA

AA
A













1

111

1

111

,

分块矩阵的加法 



1 2 3 1 2 3
4 5 6 4 5 6
7 8 9 7 8 9

A B
− − −   

   + = + − − −   
   − − −   

例 

本质是对应
元素相加结
果显然一致 

【注】 分块矩阵的加法要求A、B的分块方法必须完全一致. 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 3 2 3
4 4 5 6 5 6
7 7 8 9 8 9

 − − −       
+ +        − − −=         

 + − + − − 



( ) 那么为数设 ,,2

1

111

λ















=

srs

r

AA

AA
A







.

1

111
















=

srs

r

AA

AA
A

λλ

λλ
λ







分块矩阵的数乘 



本质是数乘每一
个元素, 结果显
然一致! 

11 12

21 22

3 0 2
1 2 0
0 1 0
0 0 1

A A
A

A A

− 
    = =      
 

例 

11 12

21 22

5 5
A A

A
A A

 
=  

 

11 12

21 22

5 5
5 5

A A
A A

 
=  
 

3 0 2
5 5

1 2 0

0 1 0
5 5

0 0 1

 −   
    

    =              

15 0 10
5 10 0
0 5 0
0 0 5

− 
 
 =
 
 
 



分块矩阵的乘法 

【法则】左边矩阵第i行块与右边矩阵第j列块对应块相乘相加

为积矩阵中第i行j列块    . 
ijC

3 4× 4 2×
3 2×

3 2
1 2
0 5

− 
 =  
 
 

3 0
1 0 2 0

1 2
0 1 0 2

0 1
0 0 5 3

0 0

A B

 
−  

   = −      
 

引例 



分
析
可
乘
否
？ 

【讨论】如何分块使法则可行？ 

11 12

21 22

A A
A A

 
=  
 

11

21

B
B

 
 
 

11 11 12 21

21 11 22 21

A B A B
A B A B

+ 
=  + 

( )11 11 12 21

1 2
1 0 2 0

3 0 0 1
0 1 0 2

0 0
A B A B

 
−     + = +    −     

 
不可乘! 

① 

1 0 2 0
0 1 0 2
0 0 5 3

− 
 = − 
 
 

3 0
1 2
0 1
0 0

 
 
 
 
 
 

【法则】左边矩阵第i行块与右边矩阵第j列块对应块相乘相加

为积矩阵中第i行j列块    . 
ijC



11 12

21 22

A A
A A

 
=  
 

3 0
1 2
0 1
0 0

 
 
 
 
 
 

1

2

B
B

 
 
 

11 1 12 2

21 1 22 2

A B A B
A B A B

+ 
=  + 

1 0 2 0
0 1 0 2
0 0 5 3

− 
 − 
 
 

②= 

【法则】左边矩阵第i行块与右边矩阵第j列块对应块相乘相加

为积矩阵中第i行j列块    . 
ijC

11 1 12 2A B A B+ =

1 0 3 0 2 0 0 1
0 1 1 2 0 2 0 0

−      
+      −      

3 2
1 2

− 
=  
 

分析可乘否? 
 



21 1 22 2A B A B+ = ( ) ( )3 0 0 1
0 0 5 3

1 2 0 0
   

+   
   

( )0 5=

【分块原则】必须使左边矩阵列的分法与右边矩阵行的分法

完全一致! 

3 0
1 2
0 1
0 0

 
 
 
 
 
 

1 0 2 0
0 1 0 2
0 0 5 3

AB
− 

 = − 
 
 

3 2
1 2
0 5

− 
 =  
 
 



11 12

21 22

B B
B B

 
 
 

11 12

21 22

A A
A A

 
=  
 

11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

A B A B A B A B
A B A B A B A B

+ + 
=  + + 

3 0
1 2
0 1
0 0

 
 
 
 
 
 

1 0 2 0
0 1 0 2
0 0 5 3

AB
− 

 = − 
 
 

3 0
1 2
0 1
0 0

 
 
 
 
 
 

3 4 4 2A B× ×

1 0 2 0
0 1 0 2
0 0 5 3

− 
 = − 
 
 

【练习】 



( ) 分块成矩阵为矩阵为设 ,,3 nlBlmA ××

,,

1

111

1

111
















=
















=

trt

r

sts

t

BB

BB
B

AA

AA
A













那末的行数

的列数分别等于其中

,

,,,,,, 2121 ijjjitii BBBAAA 
















=

srs

r

CC

CC
AB







1

111

( ).,,1;,,1
1

rjsiBAC kj

t

k
ikij  === ∑

=

其中

分块矩阵的乘法 



例 理解常用分块 

2 3 4 5
1 2 3

3 4 5 6
4 5 6

4 5 6 7
AB

 
   =      

 

( )1 2 3 4AB A B B B B=

2 3 4 5
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 4 5 6
4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

4 5 6 7

        
               =                                       

（1）  按列分块  B

( )1 2 3 4AB AB AB AB=

可乘否？怎么乘？ 

20 26 32 38
47 62 77 92
 

=  
 

2 4×



1

2

A
AB B

A
 

=  
 

可乘否？怎么乘？ 

1

2

A B
A B

 
=  
 

( )

( )

2 3 4 5
1 2 3 3 4 5 6

4 5 6 7

2 3 4 5
4 5 6 3 4 5 6

4 5 6 7

  
  
  

    =
  

  
  
    

（2）  按行分块 A
2 3 4 5

1 2 3
3 4 5 6

4 5 6
4 5 6 7

AB
 

   =      
 

20 26 32 38
47 62 77 92
 

=  
 

2 4×



（3）  按列分块，  每一个元素作为一块 A B

1 2 3(2 3 4α α α= + +

1 2 3

1 2 3 2 1 3 2 4 3 20
2 3 4 2 3 4

4 5 6 2 4 3 5 4 6 47
α α α

× + × + ×         
+ + = + + = =         × + × + ×         

【重要结论1】AB的列向量是左边矩阵 A的列向量的线性组合,
即AB的列向量可以用A的列向量线性表示. 

( )1 2 3

2 3 4 5 2 3 4 5
1 2 3

3 4 5 6 3 4 5 6
4 5 6

4 5 6 7 4 5 6 7
AB α α α

   
     = =         

   

1 2 33 4 5α α α+ + 1 2 3 1 2 34 5 6 5 6 7 )α α α α α α+ + + +

2 3 4 5
1 2 3

3 4 5 6
4 5 6

4 5 6 7
AB

 
   =      

 

20 26 32 38
47 62 77 92
 

=  
  2 4×

1 2 3α α α



（4）  每一个元素作为一块，  按行分块 BA

( ) ( ) ( )
( )
( )

1 2 34 5 6 4 2 3 4 5 5 3 4 5 6 6 4 5 6 7

4 2 5 3 6 4 4 3 5 4 6 5 4 4 5 5 6 6 4 5 5 6 6 7

47 62 77 92

β β β+ + = + +

= × + × + × × + × + × × + × + × × + × + ×

=

1

2

3

2 3 4 5
1 2 3 1 2 3

3 4 5 6
4 5 6 4 5 6

4 5 6 7
AB

β
β
β

  
      = = =              

1 2 3

1 2 3

2 3
4 5 6
β β β
β β β
+ + 

 + + 

2 3 4 5
1 2 3

3 4 5 6
4 5 6

4 5 6 7
AB

 
   =      

 

20 26 32 38
47 62 77 92
 

=  
  2 4×

【重要结论2】AB的行向量是右边矩阵 B的行向量的线性组合,
即AB的行向量可以用B的行向量线性表示. 



m n n s m sA B O× × ×=  利用分块矩阵分析             的涵义.    

矩阵     的列向量             均是齐次线性方程组              

的解向量. 
n sB ×

( 1, 2, , )jB j s= 

1 1m n n mA X O× × ×=

( )
( ) ( )

1 2

1 2

( 1, 2, , )

m n n s m n s

s m s

j

A B A B B B

AB AB AB O O O

AB O j s

× × ×

×

=

= =

⇒ = =



 



*分块矩阵的重要应用* 

【重要结论3】AB=O        B的列向量是齐次线性方程组
AX=O的解向量.   

⇔

推论  若Am×n Bn×s =O, 且r(A)=r<n ,则r(B)≤n-r  
即r(A)+ r(B)≤n 

【重要结论4】 ( ) min{ ( ), ( )}r AB r A r B≤



( ) ,4
11
















=

srA

A
A







设

rA1

1sA

T
sA 1

T
rA1

.
11

















=
T
sr

T

T

A

A
A







则

分块矩阵的转置 

法则 将第i行块作为第i列块（i=1,2,…,s)， 
     并将每一块取转置. 

11 12

21 22

3 0 2
1 2 0
0 1 0
0 0 1

A A
A

A A

− 
    = =      
 

3 1 0 0
0 2 1 0
2 0 0 1

TA
 
 =  
 − 

11 21

12 22

T T

T T

A A
A A

 
=  
 

例如: 



( )

即是方阵

且非零子块都其余子块都为零矩阵上有非零子块

角线的分块矩阵只有在主对若阶矩阵为设

.
,,

,5 AnA

,2

1



















=

sA

A
A

A
O

O

特殊的分块矩阵 

分块对角矩阵的重要性质 .21 sAAAA =

[注]分块对角矩阵与其非
零子块均为方阵! 

( )
.

,,2,1
对角矩阵

为分块那么称都是方阵其中 AsiAi =
（或准对角矩阵） 

(证明提示: 利用Laplace定理.) 



11 22 33 48A A A= = −A
计算 

11

22

33

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 00 0 1 2 3 0
0 00 0 2 3 1 0
0 00 0 3 2 1 0

0 0 0 0 0 4

A
A A

A

 
 
       = =     

  
  
 

例如 



1 1

2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0s s

A B
A B

A B

   
   
   
   
   
   

 

 

       

 

.

00

00
00

22

11



















=

ssBA

BA
BA









[注] 同结构的对角分块矩阵的和、乘积仍是对角分块矩阵！ 



11 12 13

22 23

33

1 0 5 6 7 2
0 1 6 7 5 2
0 0 1 2 3 3

00 0 2 3 1 3
0 00 0 3 1 2 3

0 0 0 0 0 4

B B B
B B B

B

 
 
       = =     

  
  
 

(类似有下三角形分块矩阵) 

（6）形如 B 的方阵，即主对角线以下的子块均为零块，   
为方块的矩阵，称为上三角形分块矩阵. 

iiB

行列式等于主对角线上方块的行列式的乘积；  
同结构的上（下）三角形分块矩阵的和、乘积仍是同结构的
上（下）三角形分块矩阵． 



【小结】 
     在矩阵理论的研究中,矩阵的分块是一种最基本,最
重要的计算技巧与方法. 

(1)   加法 采用相同的分块法同型矩阵,

(2)   数乘 的每个子块乘需乘矩阵数 AkAk ,
(3)   乘法 ,

!
A B A
B

若 左乘 需 的列的划分

与 的行的划分相一致

     分块矩阵之间的运算 

分块矩阵之间与一般矩阵之间的运算法则类似 



(4)   转置 
















=

srA

A
A





11 rA1

1sA

T
sA 1

T
rA1

















=
T
sr

T

T

A

A
A





11

⇒

(5)   分块对角阵的行列式 



















=

sA

A
A

A


2

1

O

O
.21 sAAAA =⇒



§2.4  逆矩阵 

一、逆矩阵的概念  

定义1  对于n阶矩阵A，如果存在矩阵B，使得  
AB=BA=E，则称A为可逆矩阵，简称A可逆，称B为A
的逆矩阵. 

【注】1° A、 B 必为同阶方阵； 
2°若矩阵A可逆，则A的逆矩阵唯一，记作 1A−

,111 == −− aaaa
有 在数的运算中， 当数         时， 0≠a

a
a 11 =− a其中      为   的倒数 a （或称  的逆）； 

引言 



例1(1) 1

2

0 0
0 0

, 0 ( 1,2, , )

0 0

i

n

a
a

A a i n

a

 
 
 = ≠ =
 
 
 









是否存在逆矩阵？ 

(2) 单位阵E是否存在逆矩阵？ 

例2   设 ,
01
12








−

=A .的逆阵求A

【结论】若             , 则对角矩阵A可逆,且 1 2 0na a a ≠
1

1
1

1 2

1

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a

−

−
−

−

 
 
 =  
  
 









1E E− =



解 
设                           是    的逆矩阵, 








=

dc
ba

B A

则 
















−

=
dc
ba

AB
01
12









=

10
01









=








−−
++

⇒
10
0122

ba
dbca

利用待定系数法 










=−
=−
=+
=+

⇒

,1
,0
,02
,12

b
a
db
ca










=
=
−=
=

⇒

.2
,1
,1

,0

d
c

b
a

又 








− 01

12







 −
21
10









− 01

12
= 







 −
21
10

,
10
01








=

A B

AB
1 0 1

.
1 2

A− − 
∴ =  

 

(此法较麻烦!) 



二、矩阵可逆的充要条件及逆矩阵的求法 

定义2 行列式   的各个元素的代数余子式   所 
构成的如下矩阵 

A
ijA



















=∗

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A









21

22212

12111

称为矩阵  的伴随矩阵. A

【重要结论】                   . AA A A A E∗ ∗= =







































=∗

nnnn

n

n

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

aaa

aaa
aaa

AA

















21

22212

12111

21

22221

11211

1 1 2 2i i i i in ina A a A a A A+ + + =

1 1 2 2 0 ( )i j i j in jna A a A a A i j+ + + = ≠

,



















=

A
A

A
A O
O



【重要结论】                 . AA A A A E∗ ∗= =



定理1    矩阵  可逆的充要条件是     ，且      

,11 ∗− = A
A

A

A 0≠A

.的伴随矩阵为矩阵其中 AA∗

.
,0,,0

非奇异矩阵

称为时当称为奇异矩阵时当 AAAA ≠=

.为非奇异矩阵是可逆阵的充要条件是由此可得 AA

【注1】奇异矩阵与非奇异矩阵 

【注2】定理1不仅给出了矩阵可逆的充要条件,而且 
给出了求逆矩阵的方法(尽管不漂亮).  



【推论1】设A,B都为n阶矩阵,若        ,则A,B      
都可逆,且               . 

AB E=
1 1,B A A B− −= =

【推论3】n阶矩阵A可逆      可逆 . A∗⇔

【推论2】n阶矩阵A可逆  ( )r A n⇔ =

说明  由推论1，验证矩阵B是矩阵A的逆矩阵， 
只需验证一个等式                 即可. AB E BA E= =或

【推论4】若n阶矩阵A可逆 ,则 1A A A∗ −= ⋅



例3 判断矩阵             是否可逆，若可逆 
求其逆矩阵. 















=

343
122
321

A

解 
343
122
321

=A ,02 ≠= .1存在−∴ A

,2
34
12

11 ==A ,3
33
12

12 −=−=A

同理可得 ,2,6,6,2 23222113 =−=== AAAA

,2,5,4 333231 −==−= AAA



,
222

563
462

















−
−−

−
=∗A得

故 

∗− = A
A

A 11

















−
−−

−
=

222
563
462

2
1 .

111
25323
231

















−
−−

−
=

思考 如何验证答案是否正确？ 1AA E− =



思考：   为同阶方阵且均可逆，    是否一定可逆？ ,A B A B+

若     可逆，是否一定有                  ? A B+ 1 1 1( )A B A B− − −+ = +

( ) 且亦可逆则为同阶方阵且均可逆若 ,,,3 ABBA
( ) =−1AB B 1− 1−A

( )
      

且可逆则数可逆若 ,,0,2 AA λλ ≠ ( ) .1 11 −− = AA
λ

λ

可逆矩阵的性质 

( ) ( ) .,,1
111 AAAA =

−−− 且亦可逆则可逆若

( ) .1
2

1
2

−− = AA 推广 1A mA 1−
mA 1−

1A

例如 1 0 1 0 1 0
, ,

0 1 0 1 0 2
A B C

     
= = =     −     

易知 A,B, A+C 都可逆,但 
1 1 10,( ) .A B A C A C− − −+ = + ≠ +



( ) ( ) ( ) .,,4 AAAA T =且亦可逆则可逆若
T T1− 1−

( ) .AA,A 115 −− =则有可逆若

【注】当A可逆时,规定              (k为正整数). ( )1 kkA A− −=

例4 若A,B,C是同阶矩阵,且A可逆,证明下列结论成立. 

(1)若AB=AC, 则B=C. 
(2)若AB=O, 则B=O. 



.,2,
:,022

并求它们的逆矩阵都可逆

证明满足方程设方阵

EAA
EAAA

+
=−−例5 

证明 ,022 =−− EAA由

( ) EEAA 2=−得 EEAA =
−

⇒
2

.可逆故A

1−A

022 =−− EAA又由

( )( ) 0432 =+−+⇒ EEAEA

( ) ( ) EEAEA =



 −−+⇒ 3

4
12 .EA 可逆故 2+

( ) ( )EAEA 3
4
12 1 −−=+ −

且 .
4

3 AE −
=

( ).
2
11 EAA −=∴ −



例6  证明 1 1 1( ) ( )E AB A A B− − −+ = +

例7 设              ，B满足               ,求 2ABA BA E∗ ∗= + B
2 1 0
1 2 0
0 0 1

A
 
 =  
 
 

答案: 1/9 



ABABAA 61 =−−

( ) ABAEA 61 =−⇒ − ( ) EBEA 61 =−⇒ −

( ) 11

6 0 0
6 0 2 0 .

0 0 1
B A E

−−

 
 ⇒ = − =  
 
 

解 














=+=−

71
41

21
,61 ABAABAA 且

o
o

.B求

:, 满足关系设三阶矩阵 BA例8 

例9 已知A,B和A+B均为可逆矩阵,试证         也
可逆,并求其逆矩阵. 

1 1A B− −+



1nA A −∗ =

0A∗ =

A∗
例10(1)A为n阶可逆阵,求        .   

(2)若n阶阵A不可逆，求    . A∗

例11 设A为n阶可逆矩阵,              , 则 A a=

1

1

1

(1)

(2)

(3)

(4) ( )

(5)

aA

A

aA

aA

A A

∗

−

−

− ∗

=

=

=

=

+ =

1na +

1na −

1

1
na +

1na −

(1 )na
a
+



,
13
02
31

,
35
12

,
343
122
321
















=








=
















= CBA例12 设 

.CAXBX =使满足求矩阵

解 
,02

343
122
321

≠==A ,01
35
12

≠==B

., 11 都存在−−∴ BA



,
111
25323
231

1

















−
−−

−
=−A且 ,

25
131 







−

−
=−B

CAXB =又由 1111 −−−− =⇒ CBAAXBBA

.11 −−=⇒ CBAX 于是 11 −−= CBAX









−

−

































−
−−

−
=

25
13

13
02
31

111
25323
231

E









−

−
















−=

25
13

20
20

11
.

410
410

12

















−
−

−
=



逆矩阵的概念及运算性质. 

逆矩阵的计算方法 

( ) ;2 1

A
AA
∗

− =利用公式

.0≠A逆矩阵    存在 1−A ⇔

( ) ;1 待定系数法

( ) ( ).3 下次课介绍初等变换法

【小结】 



.. 1的唯一性决定的这是由于是的 −A答 

?
?

,

1

1

−

−

=

==

=

BAY
BYABAX

BAXA
是否有唯一解矩阵方程

是否有唯一解那么矩阵方程可逆若

思考题1 



证 ,, 可逆由 CB ,0≠= CBA有 .可逆得A

,1 







=−

YW
ZX

A设 .
0

0
0









=
















E

E
YW
ZX

C
DB

则










=
=
=+
=+

⇒

.
,
,
,

ECY
OCW
ODYBZ
EDWBX











=
−=
=
=

⇒
−−

−

−

.
,

,
,

11

1

1

OW
DCBZ

CY
BX

,,
0

都是可逆方阵和其中设 CB
C
DB

A 







=

., 1−AA 并求可逆证明

思考题2 

.1

111
1








 −
=

−

−−−
−

CO
DCBB

A因此



特别地,若 A,B都可逆,则有 

1 1

1

A O A O
O B O B

− −

−

  
=   

   

1
1

1
1 2

1
s

A
A

H

A

−

−
−

−

 
 
 =  
  
 



1

2

s

A
A

H

A

 
 
 =
 
 
 



一般地,若                          都可逆, 则H也可逆, 且 ( 1, 2, )iA i s= 



思考题3  设n阶矩阵A及s阶矩阵B都可逆, 求 
1−









OB
AO

． 

解 将 

1−









OB
AO

分块为 








43

21

CC
CC

则 









×

×

OB
AO

ss

nn









43

21

CC
CC == E 









s

n

EO
OE

由此得到  













=⇒=

=⇒=

=⇒=

=⇒=

−

−

−

−

1
22

1
11

1
44

1
33

)(

)(

BCEBC

BOCOBC

AOCOAC

ACEAC

s

n

存在

存在

1 1

1

O A O B
B O A O

− −

−

  
∴ =   
   



1

1
1

2
1

1

sA

H
A

A

−

−
−

−

 
 
 =  
  
 



1

2

s

A
A

H

A

 
 
 =
 
 
 



一般地,若                          都可逆, 则H也可逆, 且 ( 1, 2, )iA i s= 



§2.5 初等矩阵  

1

3 1 1 1 1
1 2 1 1 0

0 1 1 1 0
X A B−

− −    
     = = − − =    
     −    

引例   线性方程组              ,记作 
1

2

3

1 2 3 1
1 3 4 1
1 3 5 1

x
x
x

    
    =    

        

A X B=

又             可逆，               ，则有 

1 2 3
1 3 4
1 3 5

A
 
 =  
 
 

1

3 1 1
1 2 1

0 1 1
A−

− − 
 = − − 
 − 

1 1 1,A A X A B E X A B− − −= =

( )
1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 0 0 1
1 3 4 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 3 5 1 0 1 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0

A B
       
       = → → →       
       
       

思考 矩阵的初等变换与矩阵乘法有何关系？ 



1.定义 由单位矩阵E经过一次初等行(列)变换得到

的方阵称为初等矩阵. 

三种初等变换对应着三种初等方阵. 








≠

行（列）上去．乘某行（列）加到另一以数

乘某行或某列；以数

对调两行或两列；

k
k

.3
0.2

.1

初等矩阵的概念及性质 



对调两行或两列、1









































=

1

1
01

1

1
10

1

1

),(











jiE

行第 i←

行第 j←

i
↑
第 列 j

↑
第 列

对调E的第 i, j 两行或第 i , j两列,得到初等矩阵E(i,j) 



 02 乘某行或某列、以数 ≠k





























=

1

1

1

1

))((





kkiE i←第 行

以数k≠0乘单位矩阵E的第i行(列),得到初等矩阵E(i(k)) 

i
↑
第 列



上去列加到另一行列乘某行、以数 )()(03 ≠k

1

1
( ( ))

1

1

k
E i j k

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 









，

i←第 行

j←第 行

i
↑
第 列 j

↑
第 列

k E j i k E i
j

以 乘 的第 行加到第 行上，或以 乘 的第 列

加到第 列上，得到初等矩阵E(i, j(k)) 



例1 判断如下矩阵是否为初等矩阵 

0 1 2 0 1 1
, ,

1 0 0 1 0 1

1 0 0 1 0 0
0 2 0 , 0 1 0
0 0 1 2 0 1

−     
     
     
   
   −   
   
   

0 0 1
0 2 0
1 0 0

 
 
 
 
 

是 

不是 



2. 初等矩阵的性质 
（1）初等矩阵转置仍为初等矩阵 

( , ) ( , )TE i j E i j=

1

0 1

1 0

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







i

i

j

j
( , )E i j =

 ( ( )) ( ( ))TE i k E i k=

1

0

1

1

k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







i

i

j

j
( ( ))E i k =

1

1

0 1

1

k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







i

i j

j
( , ( ))E i j k =

( , ( )) ( , ( ))TE i j k E j i k=

( , ( ))TE i j k =

1

1 0

1

1

k

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 







i

i j

j



（2）初等矩阵都可逆 ，且其逆矩阵仍为初等矩阵 

1( , ) ( , )E i j E i j− =

1( , ( )) ( , ( ))E i j k E i j k− = −

1 1( ( )) ( ( ))E i k E i
k

− =

初等变换 初等矩阵 

初等逆变换 初等逆矩阵 

初等变换的逆变换仍为初等变换, 且变换类型相同． 

ji rr ↔

kri ×

逆变换 ;ji rr ↔

逆变换 1( ) ;ir k
×

ji krr + 逆变换 ( ) .i jr k r+ −



例2 计算 

11 12 1

21 22 2

31 32 3

1 0 0
(1) 0 0

0 0 1

n

n

n

a a a
k a a a

a a a

  
  
  

    







11 12 1

21 22 2

31 32 3

n

n

n

a a a
ka ka ka
a a a

 
 =  
 
 







11 12

21 22

31 32

1 0
(2) 0 1 0

0 0 1

k a a
a a
a a

  
  
  

    

11 31 12 32

21 22

31 32

a ka a ka
a a
a a

+ + 
 =  
 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 0
(3) 0 0 1

0 1 0

b b b
b b b
b b b

  
  
  

    

11 13 12

21 23 22

31 33 32

b b b
b b b
b b b

 
 =  
 
 



初等变换与初等矩阵的关系 
定理1 设A为m×n阶矩阵，则   
（1）对A施以一次初等行变换，相当于用同种m阶

初等矩阵左乘矩阵A; 
（2）对A施以一次初等列变换，相当于用同种n阶初

等矩阵右乘矩阵A. 

证明 1 1

2 2,

m m

A
A

A E

A

ε
ε

ε

   
   
   = =   
      
   

 

i m n iA Aε × =
       为  的第i行的行向量.  iA A

则有 

1

( , ( ))
i j

j

m

k

E i j k

ε

ε ε

ε

ε

 
 
 
 +
 

=  
 
 
 
  
 







1 1 1

( )

( , ( ))
i j i j i j

j j j

m m m

A A

k k A A kA

E i j k A A
A A

A A

ε ε

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

     
     
     
     + + +
     

= = =     
     
     
     
          
     

  

  

  



( )( )
( )( ) .A

,A
kikiAE
kiAkiE

列乘的第表示

行乘的第表示

( )( )
( )( ) .A

,A
列上加到第列乘的第表示

行上加到第行乘的第表示

jkikijAE
ikjAkijE

( )
( ) .A,

,A,
列对换列与第的第表示

行对换行与第的第表示

jijiAE
jiAjiE

一般记法 



例3 设 

则（    ）成立. 

11 12 13 21 22 23

21 22 23 11 12 13

31 32 33 11 31 12 32 13 33

,
a a a a a a

A a a a B a a a
a a a a a a a a a

   
   = =   
   + + +   

1 2

0 1 0 1 0 0
1 0 0 , 0 1 0
0 0 1 1 0 1

P P
   
   = =   
   
   

A.                B.  

C.                D. 

1 2AP P B= 2 1AP P B=

2 1P P A B=
1 2P P A B=

C 



1
321321 )( −PPPPPP 及求

例4  (1)设初等矩阵 

1 2 3

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1

k
P P P

c

     
     
     = = =
     
     
     

解 1 2 3(1)
0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1

P P P

k

c

   
   
   =
   
   
   



0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

0 0 1c

 
 
 =
 
 
 

1

1
1

k
 
 
 
 
 
 

0 0 1 0
0 0 0
1 0 0 0

0 0 1

k

c

 
 
 =
 
 
 



















=



















=



















=

1
1

1

1
1

1
1

1000
0001
0010
0100

321

k
P

c

PP

1 1 1 1
1 2 3 3 2 1( )P P P P P P− − − −=



1
1

1
1

k

 
 
 =  
 
 
 

1
1

1
1c

 
 
 
 
 − 

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

0 0 1 0
10 0 0

1 0 0 0
0 0 1

k

c

 
 
 =  
 
 − 

1
1

1
1

k

c

 
 
 =  
 
 − 

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 


















=
















=
















−=

=

543
432
321

001
010
100

100
012
001
,:)2(

21

21

BPP

ABPPA

其中

求已知

解 1 0 0 1 2 3 0 0 1
2 1 0 2 3 4 0 1 0

0 0 1 3 4 5 1 0 0
A

   
   = −   
   
   

1 2 3
0 1 2
3 4 5

 
 = − − 
 
 

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
 
 

3 2 1
2 1 0

5 4 3

 
 = − − 
 
 



定理2  设矩阵          的秩为r，则存在m阶初等矩

阵          和n阶初等矩阵           , 使得  

( )ij m nA a ×=

1 2, , , sP P P 1 2, , , tQ Q Q

( )
1 1 1 2

( ) ( ) ( )

r r n r
s s t

m r r m r n r

E O
P P P AQ Q Q

O O
× −

−
− × − × −

 
=   
 

 
m n×

A的等价标准型 

定理3  n阶矩阵A可逆的充分必要条件是A可以表示成

一系列初等矩阵的乘积. 

推论   若n阶矩阵A可逆, 则其等价标准型为同阶单位矩阵
E, 即可逆矩阵A可经过若干次初等变换化为单位矩阵. 



*利用初等变换求逆矩阵、解矩阵方程* 

1．求逆矩阵  
初等行变换求逆矩阵 

，有时，由当 lPPPAA 21  0 =≠

,1
1

1
1

1 EAPPP ll =−−
−

−  ,      11
1

1
1

1 −−−
−

− = AEPPP ll 及

( )EPPPAPPP llll
1

1
1
1

11
1

1
1

1 −−
−

−−−
−

−=  ( )1−= AE

( )EAPPP ll
1

1
1
1

1 −−
−

−∴ 
保证A，E作相同的初等行变换 

即 ( ) ( )初等行变换 1A E E A−→ 



0 2 1
1 1 1
3 1 2

A
 
 = − 
 − 

例5  求               的逆矩阵. 

1

1 5 3
1 1 3 1
4

2 6 2
A−

− − 
 = − 
 − 

1. 求逆时,若用初等行变换必须坚持始终,不能夹杂任
何列变换. 

【注】 

2.如果不知矩阵A是否可逆，也可按上述方法，只要
n×2n矩阵的左边子块有一行(列)的元素全为0, 则
r(A)的行列式等于0,故A不可逆. 



初等列变换求逆矩阵 

1 1
1 2 1 2,t tAA AQ Q Q E EQ Q Q A− −= = = 

1
1 20 ,tA A Q Q Q−≠ = 由 ， 有









 →








−1A

E
E
A 初等列变换即 

保证A，E作相同的初等列变换 

0 2 1
1 1 1
3 1 2

A
 
 = − 
 − 

例5  求               的逆矩阵. 



2．解矩阵方程 

AX B=① 若矩阵A可逆,则 1X A B−=

)()(       11 BAEBAA −− =

即 
)( BA

初等行变换 1( )E A B−



例6 

.
34
13
52

,
343
122
321

    

,
















=
















=

=

BA

BAXX ，其中使求矩阵

解 .1BAXA −=可逆，则若
















=

34343
13122
52321

)( BA
12 2rr −

13 3rr − 















−−−−
−−−−
122620
91520

52321

方法1  先求出   ，再计算     . 1A− 1A B−

方法2  利用初等行变换直接求     .       1A B−



31 2rr −

32 5rr −

.
31
32

23
  
















−−=∴ X，
















−−
31100
32010

23001
）（ 22 −÷r

）（ 13 −÷r

















−−−
−−−−
−−

31100
91520
41201

21 rr +

23 rr −

















−−−
−

31100
64020
23001



XA B=② 若矩阵A可逆,则 1X BA−=

 1
1

EA
A

B BA
−

−

  
=   

   


即 
初等列变换 A

B
 
 
  1

E
BA−

 
 
 



AXB C=③ 若A，B可逆,则 1 1X A CB− −=
1 1 1

1 1 1 1 1

,
,

A A X B A C X B A C
X BB A C B X A C B

− − −

− − − − −

= =

= =

( ) ( )1A C E A C−→
1 1 1

B E
A C A C B− − −

   
→   

   

具体求法: 

【注】也可先求出A,B的逆矩阵,然后做矩阵乘法求出X. 

例7 解矩阵方程  
2 1 2 1 2 3
2 3 1 1 6 1

X
− − −     

=     − −     
1 2
3 4

X
 

=  
 

答案



1. 单位矩阵             初等矩阵. 
一次初等变换 

2.   利用初等变换求逆阵的步骤: 

( ) ( ) ;1 







E
A

EA 或构造矩阵 

( ) ( )

.,,

(,

,2

1

1

−

− 








AEEA

E
A

AE

EAEA

对应部分即为后划为单位阵将变换

施行初等列或对对应部分即为右边后

化为单位矩阵将施行初等行变换对 

【小结】 



解法１ 可以看成是由3阶单位矩阵    经4次初等变换, A E
( ) ( ) 333132 1,1,2, crccrr −−+↔

而得.而这4次初等变换所对应的初等方阵为: 

,
010
100
001

1















=P ,

102
010
001

2















=P ,

100
010
001

3
















−
=P

.
010
102

001

的乘积

表示成有限个初等方阵将矩阵
















−
−=A

思考题１ 

.
100

010
001

4
















−
=P

由初等方阵的性质得 
4213 PEPPPA = .4213 PPPP=



解法２ A可逆，所以存在初等矩阵 1 2 ,sp p p

使得 
2 1SP P P A E= 1 1 1

1 2 SA P P P− − −∴ = 

1 0 0
2 0 1
0 1 0

A
 
 = −  − 

2 12

1 0 0
0 0 1
0 1 0

r r−

 
 → −  − 

2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

r r↔

 
 → −  − 

2 ( 1)

1 0 0
0 1 0
0 0 1

r ÷ −

 
 →  − 

3 ( 1)

1 0 0
0 1 0
0 0 1

r ÷ −

 
 →  
 



A
1

1
1

 
 −  
 

1
1

1

 
 
  − 

1
2 1

1

 
 −  
 

1
1

1

 
 
  
 

E=

A∴ =

11
1

1

−
 
 
  − 

11
1

1

−
 
 −  
 

11
1

1

−
 
 
  
 

11
2 1

1

−
 
 −  
 

1
2 1

1

 
 =   
 

1
1

1

 
 
  
 

1
1

1

 
 −  
 

1
1

1

 
 
  − 



2 131 2 1 2
3 4 0 2

r rA −   
= →   −   

E=

EA =







−














−






 −
∴

13
01

2
10

01

10
21

















−








=

10
21

20
01

13
01

1 22 1 0
0 1

r r−  
→ 

 

11 0
3 1

A
−

 
∴ =  − 

11 0
10
2

−
 
 
 −
 

11 2
0 1

−− 
 
 

将矩阵A表示成三个初等矩阵的乘积． 
1 2
3 4

A
 

=  
 

解 

2
1
2 1 2

0 1
r  × − 

   
→ 

 

补充题目 



. 

,

1000

1100
1110
2222

A

1,
∑
=























=

n

ji
ijAA

n

式之和中所有元素的代数余子求

方阵已知











解 

思考题２ 

,02 ≠=A .可逆A∴

.1* −= AAA且



→

( )























=

10001000

01001100
00101110
00012222











EA

























−

−

−

10001000
11000100

01100010

001
2
10001













,

1000
1100

0110

001
2
1

1

























−

−

−

=∴ −











A

* 12A A−=

=∑
=

n

ji
ijA

1,
故 .1)]1()1(

2
1[2 =−−−+ nn
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