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第1章 函数 极限 连续

• §1.1 函数概念

• §1.2 常用经济函数

• §1.3 极限概念

• §1.4 极限的运算

• §1.5 无穷小量与无穷大量

• §1.6 函数连续
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1.常量与变量:

在某过程中数值保持不变的量称为常量,

通常用字母a, b, c等表示常量,

而数值变化的量称为变量.

变量的取值范围称为变域。若为区间，则变量
是连续变量，否则为离散变量.

用字母x, y, t等表示变量.

.,/8.9

,,),,0(
2
1

2
00

2

是常量，是重力加速度＝

为连续变量为某个实数的取值为其中变量

，的关系为与时间距离如：物理中自由落体的

smg

tTTt

gtsts =

§1.1  函数概念
1.1.1 函数的概念
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2.区间与邻域

.,, baRba <∈∀ 且

}{ bxax << 称为开区间, ),( ba记作

}{ bxax ≤≤ 称为闭区间, ],[ ba记作

o xa b

o xa b

（1）区间
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}{ bxax <≤

}{ bxax ≤<
称为半开区间,

称为半开区间,

),[ ba记作

],( ba记作

}{),[ xaxa ≤=+∞ }{),( bxxb <=−∞

o xa

o xb

有限区间

无限区间

有限区间长度的定义:

两端点间的距离(线段的长度)称为有限区间的长度.
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（2）邻域: .0, >δδ 且是两个实数与设a

,称为该邻域的中心点a .称为该邻域的半径δ

.),(}{)( δδδδδ +−=+<<−= aaaxaxaO

xaδ−a δ+a

δδ

,}{ 邻域的称为点数集 δδ aaxx <−

xaδ−a δ+a

δδ
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}.{\)( aaOδ记作,去心邻域的点 δa

),(),(

}0{}{\)(

δδ

δδ

+−=

<−<=

aaaa

axxaaO


的左邻域a 的右邻域a

);,(),(),(

);,(),(

δδδ

δδδ

+−=

+−=

aaaaaU

aaaU


。

有的书用如下记号:
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因变量 自变量

.
,)(,

0

0000

xx
y

xxfyDx

=

=∈

也可记为

处的函数值为函数在点称时当

.)}(),({)( 称为函数的值域

函数值全体组成的数集

fDxxfyyfR ∈==

).(,.

,)(
.   2.1

fDfD
Df

yDx
f

Dyx

记为的定义域称为为函数

称上的一个一元函数，简为定义在实数集合法则

应与之对应，则称这个对，都有唯一的一个实数

使得对每一个对应法则则如果存在一个确定的法

合是一给定的非空实数集，与设有两个变量定义

∈

)(xfy =

3.函数概念:
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(

(

)

)

0x

)( 0xf

自变量

因变量

对应法则f

函数的两要素: 定义域与对应法则.
x

y

D

R
约定:   定义域是自变量所能取的使算式有意义的一
切实数值，在实际背景的函数中的按实际意义确定.

21
1

x
y

−
=例如， )1,1(: −D

同定义域和对应法则均相两个函数相同 ⇔

不同与 1   
1

122

−=
−

+−
= xy

x
xxy

4.函数表示法：解析法、表格法和图形法



9

例1 .  sinlg16 2 的定义域求函数 xxy +−=
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1.1.2  函数的几特性

M

-M

y

xo

y=f(x)

X
有界 无界

M

-M

y

xo X
0x

,)(,,0, 成立有若 MxfXxMDX ≤∈∀>∃⊂
1．函数的有界性:

,.)( 否则称无界上有界在则称函数 Xxf
.)(,,0 00 MxfXxM  有若 ∈∃∀
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.
)()()(

)())((
)(),(

)(

的函数

或有下界内有上界是，也称或有下界

内有上界在成立，则称函数或

，都有使得对每一个

内有定义，若存在数在集合定义：设函数

Dxf
DxfBxf

AxfDxBA
Dxf

≥
≤∈

内没有上界)1 ,0(在
1

)(例：
x

xf =

上有上、下界函数在上有界函数在 DD ⇔
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2．函数的单调性:
,,)( DIDxf ⊂区间的定义域为设函数

,, 2121 时当及上任意两点如果对于区间 xxxxI <

;)()( 的严格增加上是单调增加在区间则称函数 Ixf

)),()()(()()1( 2121 xfxfxfxf <≤恒有

)(xfy =

)( 1xf
)( 2xf

x

y

o
I
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)(xfy =

)( 1xf
)( 2xf

x

y

o
I

;)()( 的严格减少上是单调减少在区间则称函数 Ixf

,,)( DIDxf ⊂区间的定义域为设函数

,, 2121 时当及上任意两点如果对于区间 xxxxI <
)),()()(()()2( 2121 xfxfxfxf >≥恒有

.数统称为单调函数单调增加和单调减少函
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.在定义域内的单调性若题目未给出区间，指

论，，必须在某个区间上讨注：讨论函数单调性时

例2 .12 2 的单调性讨论 += xy
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3．函数的奇偶性:

偶函数

有对于关于原点对称设 ,, DxD ∈∀
)()( xfxf =−

y

x

)( xf −

)(xfy =

o x-x

)(xf

;)( 为偶函数称 xf
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有对于关于原点对称设 ,, DxD ∈∀

)()( xfxf −=− ;)( 为奇函数称 xf

奇函数

)( xf −

y

x

)(xf

o x
-x

)(xfy =
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.2
1

奇偶性可言不关于原点对称，则无、若定义中的

、定义；

方法：注：判断函数奇偶性的

D

例4 .sin)( 的奇偶性讨论函数
x

xxg =
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4．函数的周期性:

2
l

−
2
l

2
3l

−
2
3l

.)(
)(

)()(
)(

0

的基本周期，简称周期称为

，的最小正数为周期函数，满足上式成立，则称

，且，恒有使得对任意的

，零常数内有定义，如果存在非在集合设函数

xf
Txf

xfTxfDTxDx
TDxf

=+∈+∈

.2
),(,sin)(,)(

π周期为

；无基本周期的周期函数 +∞−∞∈== xxxfCxf
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1.1.3  初等函数
1、反函数

0x

0y

0x

0y

x

y

D

R

)(xfy =函数

o x

y

R

D

)(1 yfx −=反函数

o

.)(
)(   ,

)(,)(
)(

)(

1

1

的反函数

表示用因习惯原因，一般反函数

的并称其为函数，函数，记为

为自变量的上的以是定义在，则满足

与之对应且，都有唯一确定的对每一个

，如果值域是的定义域是定义：设函数

xfy
xfy

xfRyyfx
yRxxfy
DxRy

RDxfy

=
=

∈=

=
∈∈

=

−

−
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.的反函数13：求5例 −= xy
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2. 复合函数

,uy =设 ,1 2xu −= 21 xy −=

定义:       设函数 )(ufy = 的定义域 )( fD , 而函数

)(xgu = 的值域为 )(gR , 若 ∅≠∩ )()( gRfD , 则称函

数 )}()({)],([ fDxgxxxgfy ∈∈= ，为x的复合函数. 

,自变量←x ,中间变量←u ,因变量←y


       设函数
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注意:1.不是任何两个函数都可以复合成一个复
合函数的;

,uy =例如 ;1 2xu −−= 21 xy −−≠

2.复合函数可以由两个以上的函数经过复
合构成.

,
2

tan xy =例如

,uy = ,tan vu = .
2
xv =
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2）、幂函数

)( 是常数µ= µxy
o x

y

)1,1(

1

1
2xy =

xy =

x
y 1
=

xy =

3. 基本初等函数

1）、常数函数

),(
,

+∞−∞
=

定义域为

为常数，CCy
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3）、指数函数

)1,0( ≠>= aaay x

xay =
x

a
y )1(=

)1( >a

)1,0(•

xey = 71828.2=e
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4)、对数函数

)1,0(log ≠>= aaxy a

常用对数

自然对数

  :lglog 

     : lnlog

10 xy

xy
x

x
e

==

==

xy alog=

xy
a
1log=

)1( >a

)0,1(
•
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5)、三角函数

正弦函数

xy sin=

xy sin=

弧度弧度
180

1 2360 ππ =⇒= 
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xy cos=

xy cos=余弦函数

xy tan=

xy tan=

正切函数
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xy cot=余切函数

xy cot=
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6、反三角函数

xy arcsin=

xy arcsin=反正弦函数

]
2

,
2

[     ]1,1[  ππ
−− 主值分支定义域：
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xy arccos=

xy arccos=反余弦函数

],0[     ]1,1[  π主值分支定义域：−
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xy arctan=

xy arctan=反正切函数

)
2

,
2

( :   ),( ππ
−+∞−∞ 主值分支定义域：
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常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、
三角函数和反三角函数统称为基本初等函数.

xy cot=反余切函数 arc

xy cot=arc

),0( :    ),(  π主值分支定义域： +∞−∞
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4. 初等函数

定义： 由基本初等函数经过有限次四则运算和

有限次的函数复合所构成并可用一个式子表示的
函数,称为初等函数.

.  ,1ln 22 等例如： xxyxy ==+=

.1)(2,,0)(
)(),(  ,)]([  )(

xx

xg

xxxf
xgxfxf

+如的函数称为幂指函数且

是初等函数，其中形如


)(ln)()()]([ xfxgxg exf =

幂指函数是初等函数∴

4. 初等函数



34





≤−
>−

=
0,1
0,12

)(, 2 xx
xx

xf例如

12 −= xy12 −= xy

在自变量的不同变化范围中,对应法则用不同的

式子来表示的函数,称为分段函数.

5. 分段函数
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常见经济函数：

dQ a bP= − ( , 0)a b >
b

dQ aP−= ( , 0)a b >

1.需求函数： 为商品价格，令P

2.供给函数： 为商品价格，令P

sQ a bP= − + ( , 0)a b >

( , 0)a b >

3. 总成本函数、总收入函数和总利润函数

§1.2 常用经济函数

b
S apQ =
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。若

为盈亏临界点，称

利润函数：

）收益函数：

为可变成本。

）固定成本，（为产量，其中

：单位产品成本平均成本

）总成本函数：

0)()()(      
Q          

)()()(  )3
                      

)(2
)cost variable(     

cost  fixed    

)()(

),()(1

000

0

=−=

−=

⋅=

+=

+==

QTCQTRQL

QTCQTRQL

QPQTR
VC

FCQ
Q

QVC
Q

FCAC

QVCFCQCTC
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1.3.1 数列的极限

定义:按自然数 ,3,2,1 编号依次排列的一列数 

      ,,,, 21 naaa                    (1) 
称为无穷数列,简称数列.其中的每个数称为数列的

项, na 称为通项(一般项).数列(1)记为 }{ na . 

例如

;,
2
1,,

8
1,

4
1,

2
1

 n
}

2
1{ n

;,)1(,,
3
4,

2
1,2

1


n

n n−−+ })1({
1

n
n n−−+

)(nfan =数列是整标函数注1：

§1.3  极限的概念


定义:按自然数
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编号依次排列的一列数
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                   (1)


称为无穷数列,简称数列.其中的每个数称为数列的项,

[image: image3.wmf]n


a


称为通项(一般项).数列(1)记为

[image: image4.wmf]}


{


n


a


.
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问题: 当 无限增大时,     是否无限接近于某
一确定的数值?如果是,如何确定?

nxn

.1)1(1,
1

无限接近于无限增大时当
n

xn
n

n

−−
+=

问题: “无限接近”意味着什么?

如何用数学语言刻划它.

通过描点画图可观察到:

.})1(1{
1

时的变化趋势当观察数列 ∞→
−

+
−

n
n

n
3a 1a 2a

na

数列对应着数轴上一个点列，可看作一动点

在数轴上依次取

注2：
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,
100

1
给定 ,

100
11

<
n

由 ,100时只要 >n ,
100

11 <−nx有

,
1000

1
给定 ,1000时只要 >n

,
10000

11 <−nx有,
10000

1
给定 ,10000时只要 >n

,
1000

11 <−nx有

,0>ε给定 ,])1[( 时只要
ε

=> Nn .1 成立有 ε<−nx

=− 1nx
nn

n 11)1( 1 =− −
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定义 1.4  如果对于任意给定的正数ε(不论它多

么小),总存在正数N ,使得对于 Nn > 时的一切

na ,不等式 ε<− aan 都成立,那么就称常数a是数

列{ }na 的极限,或者称数列{ }na 收敛于a,记为 

     ,lim aann
=

∞→   或 ).( ∞→→ naan  

如果数列极限不存在,就说数列是发散的.

注： ;.1 的无限接近与刻划了不等式 aaaa nn ε<−

..2 有关与任意给定的正数εN


定义1.4  如果对于任意给定的正数

[image: image1.wmf]e
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x

几何解释: ε2ε−a ε+a

a

.)(
,),(,

落在其外个至多只有只有有限个

内都落在所有的点时当

N
aaaNn n εε +−>

其中 ;:每一个或任给的∀
.:至少有一个或存在∃

.,,0,0
lim:

εε
ε

<−>>∃>∀
⇔=−

∞→
aaNnN

aaN

n

nn
恒有时使

定义

2a


1a


3a


1+Na


2+Na
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数列极限的定义可验证数列的极限，
但未给出求极限的方法.

例1 .0
)1(

)1(lim 2 =
+
−

∞→ n

n

n
证明

注：
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例2

小结: 用定义证数列极限存在时,关键是任意给
定 寻找N,但不必要求最小的N.,0>ε

.1,0lim <=
∞→

qqn

n
其中证明
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四则运算法则变形并利用数列极限的将

如何求数列的极限？

}{ na

则数列极限的四则运算法

，则设 bbaa nnnn
==

∞→∞→
lim,lim

caacca nnnn
==

∞→∞→
limlim

bababa nnnnnnn
±=±=±

∞→∞→∞→
limlim)(lim

abbaba nnnnnnn
==

∞→∞→∞→
limlimlim

b
a

b

a

b
a

b
nn

nn

n

n

nnn
==≠

∞→

∞→

∞→∞→ lim

lim
lim,0lim



45

例3 求下列数列极限：
];ln)12[ln(lim)1( nn

n
−+

∞→
.

32
34lim)2( 12

1

nn

nn

n +
−
+

+

∞→

( ).12lim)3( −−+
∞→

nnn
n
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常用的数列极限：

e
n

n

aa
n

n

n

n

n

n

n

n

=+

=

=

=

∞→

∞→

∞→

∞→

)11(lim)4(

1lim)3(

  )0(1lim)2(

)0(01lim)1(



αα













−=
=

∞
=

∞→

.1
1,1

1 ,

1  ,0

lim(5)  

q
q

q

q

q n

n

不存在，
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证明 ,lim aann
=

∞→
设 由定义, ,1=ε取

,1, <−>∃ aaNnN n时恒有使得当则

.11 +<<− aaa n即有

},1,1,,,max{ 1 +−= aaaaM N记

,, Man n ≤皆有则对一切自然数 { } .有界故 na

注意：有界性是数列收敛的必要条件.
推论 无界数列必定发散.

.    1.1 收敛的数列必定有界：定理
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问题:函数 )(xfy = 在 ∞→x 的过程中, 对应

函数值 )(xf 无限趋近于确定值 A.

;)()( 任意小表示 AxfAxf −ε<−

.的过程表示 ∞→> xMx

.0sin)(, 无限接近于无限增大时当
x

xxfx =

通过上面图形可观察到:

问题: 如何用数学语言刻划函数“无限接近”.


问题:函数
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定义 1.5  如果对于任意给定的正数ε(不论它多么

小),总存在着正数M ,使得满足 Mx > 的x所对应的

函数值 )(xf 都满足 ε<− Axf )( ,则常数A就叫函数

)(xf 当 ∞→x 时的极限,记作 

)()()(lim ∞→→=
∞→

xAxfAxf
x

当或  

定义"" M−ε

.)(,,0,0 εε <−>>∃>∀ AxfMxM 恒有时使当

⇔=
∞→

Axf
x

)(lim


定义1.5  如果对于任意给定的正数
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:.10 情形+∞→x

.)(,,0,0 εε <−>>∃>∀ AxfMxM 恒有时使当

:.20 情形−∞→x Axf
x

=
−∞→

)(lim

.)(,,0,0 εε <−−<>∃>∀ AxfMxM 恒有时使当

Axf
x

=
+∞→

)(lim

2、另两种情形:

⇔=
∞→

Axf
x

)(lim:定理 .)(lim)(lim AxfAxf
xx

==
−∞→+∞→

且
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x
xy sin

=

3、几何解释:

ε−

ε

0X− 0X

.2,
)(,

的带形区域内宽为为中心线直线

图形完全落在以函数时或当

εAy
xfyMxMx

=

=>−<

A
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x
xy sin

=

例4 .0sinlim =
∞→ x

x
x

证明
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2、自变量趋向有限值时函数的极限

问题:函数 )(xfy = 在 0xx → 的过程中,对应

函数值 )(xf 无限趋近于确定值 A.

;)()( 任意小表示 AxfAxf −ε<−

.0 00 的过程表示 xxxx →<−< δ

x0xδ−0x δ+0x

δδ

,0 邻域的去心点 δx .0程度接近体现 xxδ


问题:函数
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定义 1.6  如果对于任意给定的正数ε(不论它多 

么小),总存在正数δ,使得对满足 

δ<−< 00 xx 的一切x,对应的函数值 )(xf 都 

满足 ε<− Axf )( ,那么常数A就叫函数 )(xf 当

0xx → 时的极限,记作 

)()()(lim 0
0

xxAxfAxf
xx

→→=
→

当或  

定义"" δ−ε

.)(
,0,0,0 0

ε<−

δ<−<>δ∃>ε∀

Axf
xx

恒有

时使当


定义1.6  如果对于任意给定的正数
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3.几何解释:
)(xfy =

ε−A

ε+A
A

δ−0x δ+0x0x
δδ

x

y

o.2
,

)(,
0

的带形区域内宽为

为中心线线

图形完全落在以直

函数域时

邻的去心在当

ε
=

=

δ

Ay

xfy
xx

注： ;)(.1 0是否有定义无关在点函数极限与 xxf

..2 有关与任意给定的正数εδ

.,, 越小越好后找到一个显然 δδ
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例5 .2
1
1lim

2

1
=

−
−

→ x
x

x
证明
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单侧极限:
例如,

.1)(lim
0,1
0,1

)(

0

2

=




≥+
<−

=

→
xf

xx
xx

xf

x
证明

设

两种情况分别讨论和分 00 <> xx

,0xx从左侧无限趋近 ;−→ 0xx记作

,0xx从右侧无限趋近 ;+→ 0xx记作

y

o x

1

xy −= 1

12 += xy
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左极限(Left-hand Limit)

.)(
,,0,0 00

ε<−

<<δ−>δ∃>ε∀

Axf
xxx

恒有

时使当

右极限

.)(
,,0,0 00

ε<−

δ+<<>δ∃>ε∀

Axf
xxx

恒有

时使当

}0{}0{

}0{  :

00

0

<−<−<−<=

<−<

xxxxxx

xxx

δδ

δ



注

.)0(   )( )(lim 0
-
0

0

AxfAxfAxf
xx

=−==
−→

或或记作

.)0(   )()(lim 00
0

AxfAxfAxf
xx

=+== +

→ +
或或记作
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2.1定理

AxfxfAxf

AxfxfAxf

xxx

xxxxxx

==⇔=

==⇔=

−∞→+∞→∞→

→→→ −+

)(lim)(lim)(lim

)(lim)(lim)(lim
000

).(lim),(lim),(lim),(lim

,
0,

1
13

0           ,1
)(       

10

3

2

xfxfxfxf

x
x

xx
xx

xf

xxxx −∞→+∞→→→








≥
+
−+

−
=

求

设



6例



61

例7   求 .lim,lim,lim x

x

x

x

x

x
eee

∞→−∞→+∞→

解

.cotlim,cotlim,cotlim

;arctanlim,arctanlim,arctanlim

xarcxarcxarc

xxx

xxx

xxx

∞→−∞→+∞→

∞→−∞→+∞→

解

例8  求
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解

.
12
1lim,

12
1lim,

12
1lim,

12
1lim

2

1

222

+
+

+
+

+
+

+
+

−→∞→−∞→+∞→ x
x

x
x

x
x

x
x

xxxx

例9   求
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§1.4 极限的运算
1.4.1 极限的运算法则

性质

.0,
)(lim

)(lim

)(
)(lim)4(

;)(lim)(lim)]()([lim)3(

;)(lim)(lim)]()([lim)2(

)()(lim)(lim)1(

,)(lim,)(lim

≠==

⋅=⋅=⋅

±=±=±

==

==

→

→

→

→→→

→→→

→→

→→

B
B
A

xg

xf

xg
xf

BAxgxfxgxf

BAxgxfxgxf

CCAxfCxCf

BxgAxf

Xx

Xx

Xx

XxXxXx

XxXxXx

XxXx

XxXx

其中

为常数

则设
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推论1

.)](lim[)]([lim

,,)(lim
n

Xx

n

Xx

Xx

xfxf

nxf

→→

→

=

则是正整数而存在如果

推论2：
(★)

.0)(lim

,0)(lim,,
)(
)(lim

=

=∞≠=

→

→→

xf

xgaa
xg
xf

Xx

XxXx

则

且如果

.00)(lim
)(
)(lim

)](
)(
)([lim)(lim

=⋅=⋅=

⋅=

→→

→→

axg
xg
xf

xg
xg
xfxf

XxXx

XxXx
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.,  ,5
1

lim    1
2

1
ba

x
baxx

x
求设例 =

−
++

→

解
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例2 .
53

1lim 2

3

2 +−
−

→ xx
x

x
求

解
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小结: 则有设 ,)(.1 1
10 n

nn axaxaxf +++= − 

n
n

xx

n

xxxx
axaxaxf +++= −

→→→
1

10 )lim()lim()(lim
000

n
nn axaxa +++= −


1

0100 ).( 0xf=

则有且设 ,0)(,
)(
)()(.2 0 ≠= xQ

xQ
xPxf

)(lim

)(lim
)(lim

0

0

0 xQ

xP
xf

xx

xx

xx
→

→

→
=

)(
)(

0

0

xQ
xP

= ).( 0xf=

.,0)( 0 则商的法则不能应用若 =xQ
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例3   求 .lim
1

2

1 −
−+++

→ x
nxxx n

x



解

)
0
0( 型
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例4   求 .lim
xx

x
x +−−

−
→ 13

12

1

解
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例5 .
147
532lim 23

23

−+
++

∞→ xx
xx

x
求

解

小结: 为非负整数时有和当 nmba ,0,0 00 ≠≠














<∞
>

=

=
+++
+++

−

−

∞→

,,
,,0

,,

lim
0

0

1
10

1
10

mn
mn

mn
b
a

bxbxb
axaxa

n
nn

m
mm

x
当

当

当




(★)
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例6   求 .cos1lim 20 x
x

x

−
→

例7  求 .sintanlim 30 x
xx

x

−
→

1.4.2  两个重要极限 .1sinlim  1
0

=
→ x

x
x

、
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例9   求 ).2sin
2
11(sinlim 3

xx
x

x
−

+∞→

例10   求 .arctanlim
0 x

x
x→
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.)11lim    )1lim  2
1

0
e

x
ex x

x
x

x
=+=+

∞→→
（或（、

例11 .)
12

11(lim x

x x +
−

+∞→
求

解

.)1(lim /2

0

x

x
x−

→
求

例12

解
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./1lim/1lim

/1
,/

1

1

;1
.

,
  .3

0
/

00

0

t
0

2
02

01

0

0

rtrmrt

m

mt

m

mt
t

t

t

eAmrAmrA

mrAA
mrm

rAAt

rAA

rAA
AAt

rA

=+=+

+=

+=

+=

+=

∞→∞→
）（）（

连续复利下：

）（

则息为期计算利息，则每期利若把一年均分成

；）（年末的本利和为：

；）（二年末的本利和为：

）（一年末的本利和为：若以年为期计算利息，

将增值到年末

若以复利计算，，年利息率为现有本金

连续复利公式
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§1.5 无穷小量与无穷大量
1.5.1 无穷小量

).(   )1()(

)(,0)(lim   7.1
Xx

Xxoxf

Xxxfxf

→=

→=
→

下的无穷小量，记为

是则称若定义

,0sinlim
0

=
→

x
x



.0sin 时的无穷小量是当函数 →∴ xx

例如,
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,0)1(lim =
−

∞→ n

n

n


.})1({ 时的无穷小量是当数列 ∞→
−

∴ n
n

n

注: （1）无穷小量是变量,不能与很小的数混淆;

（2）零是可以作为无穷小量的唯一的数.

,01lim =
∞→ xx



.1
时的无穷小量是当函数 ∞→∴ x

x
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)(  )1()()(lim)1( XxoAxfAxf
Xx

→+=⇔=
→

无穷小量的两个性质：

将一般极限问题转化为特殊极限问题(无穷小量)

意义：

).(  )1()()(
)(),)(1()((2)

Xxoxgxf
XxxgXxoxf

→=
→→=

的有界量，则

下是若

x
x

x
xx 1arctan,1sin,0, 2时当例如 → 都是无穷小
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推论1  在同一过程中,有极限的变量与无穷小量的
乘积是无穷小量.
推论2  常数与无穷小量的乘积是无穷小量.

推论3  有限个无穷小量的乘积也是无穷小量.

3、在同一过程中,有限个无穷小量的代数和仍是
无穷小量.

注 无穷多个无穷小量的代数和未必是无穷小量.

是无穷小，时例如
n

n 1,, ∞→

.11
不是无穷小之和为个但

n
n
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.)(,)(lim  
 8.1

下的无穷大量是则称若

定义

Xxxfxf
Xx

→∞=
→

特殊情形：正无穷大，负无穷大．

))(lim()(lim −∞=+∞=
→→

xfxf
XxXx

或

.01,1lim
0

下的无穷大量是如： →∞=
→

x
xxx

注 (1)未指出自变量的变化过程，判断一个函
数是无穷小量或无穷大量是没有意义的.
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(2)无穷大量是变量,不能与很大的数混淆.

.)()(

)(lim)3(

∞→

∞=
→

或发散到时趋于在它只表示

认为极限存在，切勿将

Xxxf

xf
Xx

如： .
,
,01)(





∞→
→

=
无穷小量

无穷大量

x
x

x
xf

∞=∞=⇔∞=

∞=∞=⇔∞=

−∞→+∞→∞→

→→→ −+

)(lim)(lim)(lim      

)(lim)(lim)(lim)4(
000

xfxfxf

xfxfxf

xxx

xxxxxx

且

且

.)(lim ,0)(),(  )1(
)(

1    

)(  )1(
)(

1,)(lim)5(

∞=≠→=

→=∞=

→

→

xfxfXxo
xf

Xxo
xf

xf

Xx

Xx

则且若

；则若
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二、无穷小量和无穷大量阶的比
较
例如,

x
x

x 3
lim

2

0→

x
x

x

sinlim
0→

2

2

0

1sin
lim

x
x

x

x→

.1sin,sin,,,0 22 都是无穷小时当
x

xxxxx →

极限不同,  反映了趋向于零的“快慢”程度不
同.

;32 要快得多比 xx

;sin 大致相同与xx

不可比.

,0=

,1=

xx

1sinlim
0→

= .不存在

观
察
各
极
限

型）（
0
0
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.)(0)(,
).(  ))(()(,

)()(,0
)(
)(lim)1(

)(0)()1()(),1()(  9.1

的更快的速度比趋于时

即简记为无穷小量

下的高阶在是则若

且设定义

xgxfXx
Xxxgoxf

Xxxgxf
xg
xf

Xxxgoxgoxf

Xx

→

→=

→=

→≠==

→

,

)()(),(
)(
)(lim)(

下的同阶无穷小量是

与则若

Xx

xgxfAA
xg
xf

Xx

→

≠=
→

02

简记为

).(  ))(()( XxxgOxf →=
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.

)()(),,(
)(
)(lim)(

阶无穷小量下的在

是则若

kXx

xgxfkAA
xg
xf

kXx

→

≠=
→

003 

.)()(, 的几乎相等的速度与趋于时 xgxfXx 0→

,1=A特别当

).(   )(~)(
,)()(

Xxxgxf
Xxxgxf

→
→

简记为：

下的等价无穷小量是与则
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解

.
cos,,,

试比较它们的阶

均为无穷小量，：例 xxxx −→ 101 2
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,: 时当常见的等价无穷小量 0→x
xxxxx arctan~arcsin~tan~sin~  )(1

2

2
112 xx ~cos  )( −

113 −+ xexx ~)ln(~   )(
),(ln~   )( 1014 ≠− aaaxax 

)(~)(   )( 是常数0115 ≠−+ ααα xx
.~),(,

n
xxZnn n 11 −+∈= +α特别

)(   ~ln   )( 116 →− xxx
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.
tan

)1(coslim:2 2

2sin

0 x
ex x

x

−
→

求例

.sintanlim:3 30 x
xx

x

−
→

求例

解

解
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.
)1ln()cos1(

1cossin3
lim:4

2

0 xx
x

xx

x ++

+

→
求例

解
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.,1cos
1)1(,0    :5 3

1
2

ax
axx
求是等价无穷小量

与时已知当例

−

−+→

解
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§1.6    函数连续
1.6.1 函数连续的概念
1.函数在 的连续

定义 1.10  设函数 )(xf 在 )( 0xOδ 内有定义, 

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→ ,那么就称函数 )(xf 在点

0x 连续,
0x 称为 )(xf 的连续点. 

0x

定义 1.11  设函数 )(xf 在 )( 0xOδ 内有定义, 

),()( 00 xfxxfy −∆+=∆ ,若 ，0lim
0

=∆
→∆

y
x 那么

就称函数 )(xf 在点
0x 连续. 


定义1.10  设函数
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x
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定义1.11  设函数
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例1

.

0
,0,0

,0,1sin)(

处连续

在试证函数 =






=

≠= x
x

x
x

xxf

证
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2.单侧连续

.
)()( 00

处既左连续又右连续

在函数处连续在函数 xxfxxf ⇔

;)(

),()(lim,],()(

处左连续在点则称

且内有定义在若函数

0

00
0

xxf

xfxfxaxf
xx

=
−→

.)(

),()(lim,),[)(

处右连续在点则称

且内有定义在若函数

0

00
0

xxf

xfxfbxxf
xx

=
+→

性质
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例2

.0
,0,
,0,cos

)(

,

处连续在函数

取何值时当

=




≥+
<

= x
xxa
xx

xf

a

解
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3.连续函数与连续区间

在区间上每一点都连续的函数,叫做在该区间上
的连续函数,或者说函数在该区间上连续.

连续函数的图形是一条连续而不间断的曲线.

例如, .),(sin 内是连续的在 +∞−∞= xy

上的连续函数。表示在闭区间

。上连续，记为在闭区间数

则称函处左连续在右端点处右连续

并且在左端点内连续如果函数在开区间

],[],[
],[)(],[)(

,,
,),(

babaC
baCxfbaxf

bxax
ba

∈
==
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三角函数及反三角函数在它们的定义域内连续.★

★ )1,0( ≠>= aaay x指数函数

;),( 内单调且连续在 +∞−∞

★ )1,0(log ≠>= aaxy a对数函数

;),0( 内单调且连续在 +∞

★
µxy = xaa logµ= ,uay = .log xu aµ=

,),0( 内连续在 ∞+ ,不同值讨论µ

(均在其定义域内连续 )
定理 基本初等函数在定义域内是连续的.

一切初等函数在其定义区间内都是连续的.

定义区间是指包含在定义域内的区间.
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1. 初等函数仅在其定义区间内连续,   在
其定义域内不一定连续;

例如, ,)1( 32 −= xxy ,1,0: ≥= xxD 及

在0点的邻域内没有定义.
.),1[ 上连续函数在区间 +∞

注

注 2.  初等函数求极限的方法代入法.

)()()(lim 00
0

定义区间∈=
→

xxfxf
xx

.1sinlim
1

−
→

x

x
e求

解

例3
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1.6.2  函数的间断点

:)( 0 条件处连续必须满足的三个在点函数 xxf

;)()1( 0处有定义在点xxf

;)(lim)2(
0

存在xf
xx→

).()(lim)3( 0
0

xfxf
xx

=
→

).()(
),()(

,

00

或间断点的不连续点

为并称点或间断处不连续在点函数

则称要有一个不满足如果上述三个条件中只

xf
xxxf
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1.跳跃间断点

.)(

)(lim)(lim,)(

),(lim)(lim,,)(

0

0

0

00

00

点的跳跃度在称为

且的跳跃间断点为函数则称点

但右极限都存在处左在点如果

xxf

xfxfxfx

xfxfxxf

xxxx

xxxx

−+

+−

→→

→→

−

≠

例4 .0
,0,1
,0,

)( 处的连续性在讨论函数 =




>+
≤−

= x
xx
xx

xf

解
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2.可去间断点

.)(

)(),()(lim
,)(

0

00

0

0

的可去间断点为函数义则称点

处无定在点或但

处的极限存在在点如果

xfx

xxfxfAxf
xxf

xx
≠=

→

例5

.1
,1,1

1
,10

,1
,2

)(

处的连续性在

讨论函数

=







>+
=

<≤
=

x
xx

x
xx

xf

o x

y

1

1

2

xy += 1

xy 2=
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解

注 可去间断点只要改变或者补充间断处函数
的定义,  则可使其变为连续点.
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如例5中, ,2)1( =f令

.1
,1,1

,10,2
)(

处连续在

则

=




≥+
<≤

=

x
xx

xx
xf

跳跃间断点与可去间断点统称为第一类间断点.

特点 .0处的左、右极限都存在函数在点 x

o x

y

1

1

2

如

.),(sin,)(

sin         

上连续在

定义的可去间断点，若补充是

+∞−∞==

==

x
xyf

x
xyx

10

0
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3.第二类间断点

.)(
,

)(

0

0

的第二类间断点

为函数则称点在右极限至少有一个不存

处的左、在点如果

xf
x

xxf

例6 .0
,0,

,0,1
)( 处的连续性在讨论函数 =







≤

>= x
xx

x
xxf

解
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例7 .01sin)( 处的连续性在讨论函数 == x
x

xf

解

x
y 1sin=
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例8















>−

≤−<
−
−

<

=

2,12

110,
1
1

0,1

)(
2

xx

x
x
x

x
x

xf设

.)( 的类型的间断点，并判断它们求 xf

解
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1.6.3 连续函数的性质

定理1.6

.)0)((
)(
)(

),()(),()(),)((
,)(),(                  

00

0

处也连续在点

为常数则

处连续在点若函数

xxg
xg
xf

xgxfxgxfCxCf
xxgxf

≠

⋅±

例如, ,),(cos,sin 内连续在 +∞−∞xx

.csc,sec,cot,tan 在其定义域内连续故 xxxx
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例如, ,]
2

,
2

[sin 上严格增加且连续在
ππ

−= xy

.]1,1[arcsin 上也是严格增加且连续在故 −= xy

;]1,1[arccos 上严格减少且连续在同理 −= xy

定理1.7 （反函数连续性定理） 严格单调的连
续函数必有严格单调的连续反函数.

.
),(cot,arctan

严格单调且连续

上在 +∞−∞== xarcyxy
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定理1.8

.)]([)(
)()(

)].(lim[)()]([lim

,)(,)(lim     

00

0

连续在点连续，则

在点连续，在点特别，若

则有

连续在点函数若

xxgfxgA
xfxxg

xgfAfxgf

AxfAxg

XxXx

Xx

=

==

=

→→

→

注：极限符号可以与函数符号互换;

例9 .)1ln(lim
0 x

x
x

+
→

求

解
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的极限计算方法：幂指函数 )()( xvxuy =

)(ln)(lim)(ln)()( lim)(lim
xuxvxuxv

Xx

xv

Xx
Xxeexu →==

→→

bxv

Xx

XxXx

axu

bxvaaxu

=

==

→

→→

)()(lim

,)(lim),0()(lim)1(

则

若 

33)21(lim  1

1
==+

→

x

x
x如：

.

,0,1)(lim)2( 00)(

无穷小等方法来求

未定式，可利用等价为若 ∞∞

→

xv

Xx
xu

.)
2
4(lim 2)1

2
4

(lim
2
4

lnlim
eee

x
x x

x
x

x
x

xx

x
xx ===

+
+ −

+
+

+
+

∞→

∞→∞→如
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.)(lim)(lim  AnfAxf
nx

==
∞→+∞→

，则若性质：

例10 .)
12

11(lim n

n n +
−

∞→
求

解 ：法1

:2法
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1.6.4   闭区间上连续函数的性质

定义:

.)()()(
))()(()()(

,
),(

0

00

0

值小上的最大在区间是函数则称

都有使得对于任一如果有

上有定义的函数对于在区间

Ixfxf
xfxfxfxf

IxIx
xfI

≥≤

∈∈

例如,

,sgn xy = ,),( 上在 +∞−∞

,2max =y

;1min −=y

,),0( 上在 +∞ .1minmax == yy

,sin1 xy += ,]2,0[ 上在 π ;0min =y

,1max =y
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定理 1.9(最大值和最小值定理) 在闭区间上
连续的函数一定有最大值和最小值.

a b2ξ 1ξ x

y

o

)(xfy =

).()(
),()(
],,[

],,[,
],,[)(

2

1

21

xff
xff
bax

ba
baCxf

≤

≥
∈∀

∈∃
∈

ξ
ξ

ξξ

有

使得

则

若

推论(有界性定理) 在闭区间上连续的函数一定
在该区间上有界.

证 ,],[)( 上连续在设函数 baxf ],,[ bax∈∀
,)( Mxfm ≤≤有 },,max{ MmK =取 .)( Kxf ≤则有

.],[)( 上有界在函数 baxf∴
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x

y

o

)(xfy =

21

1







≤+−
=
≤+−

=
21 ,3

1           ,1
10  ,1

xx
x

xx
y





注:  1.若区间是开区间,  定理2.5不一定成立;

2.若区间内有间断点,  定理2.5不一定成立.

.)
2

,
2

(tan 值上连续，但无界，无最在例：
ππ

−= xy

:例

.)()(1 有界但无最值的间断点，是 xfyxfx ==
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定理 (零点存在定理)  设函数 )(xf 在闭区间 

[ ]ba,  上连续，且 )(af 与 )(bf 异号(即

0)()( <⋅ bfaf ),那末在开区间( )ba, 内至少有函

数 )(xf 的一个零点,即至少有一点ξ )( ba <ξ< ，

使 0)( =ξf . 

定义:

.)(
,0)( 000

的零点

称为函数则使如果

xf
xxfx =

.),(0)( 内至少存在一个实根在即方程 baxf =


定理 (零点存在定理)  设函数

[image: image1.wmf])


(


x


f


在闭区间 

[image: image2.wmf][


]


b


a


,


 上连续，且

[image: image3.wmf])


(


a


f


与

[image: image4.wmf])


(


b


f


异号(即

[image: image5.wmf]0


)


(


)


(


<


×


b


f


a


f


),那末在开区间

[image: image6.wmf](


)


b


a


,


内至少有函数

[image: image7.wmf])


(


x


f


的一个零点,即至少有一点

[image: image8.wmf]x




 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf])
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b


a


<


x
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a b3ξ2ξ1ξ

几何解释:

.
,

)(

轴至少有一个交点线弧与

则曲轴的不同侧端点位于

的两个连续曲线弧

x
x

xfy =

定理 1.10(介值定理)  设函数 )(xf 在闭区间 

[ ]ba,   上连续，且设 Mm、 分别为 )(xf 在[ ]ba, 上的

最小值和最大值，则对于 ],[ Mmc∈∀ ，一定存在

],[0 bax ∈ ，使得 .)( 0 cxf = 且 )(xf 在[ ]ba, 上的值域

为 [ ]Mm, . 

x

y

o

)(xfy =

.
)(

至少有一个交点直线

与水平连续曲线弧

Cy
xfy

=

=几何解释:


定理1.10(介值定理)  设函数

[image: image1.wmf])


(


x


f


在闭区间 

[image: image2.wmf][


]


b


a


,


  上连续，且设

[image: image3.wmf]M


m


、


分别为

[image: image4.wmf])


(


x


f


在

[image: image5.wmf][


]


b


a


,


上的最小值和最大值，则对于

[image: image6.wmf]]


,


[


M


m


c


Î


"


，一定存在

[image: image7.wmf]]


,


[


0


b


a


x


Î


，使得

[image: image8.wmf].


)


(


0


c


x


f


=


且

[image: image9.wmf])


(


x


f


在

[image: image10.wmf][


]


b


a


,


上的值域为

[image: image11.wmf][


]
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m


,
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_1219093006.unknown



_1219093169.unknown



_1219093357.unknown



_1219093427.unknown



_1219093256.unknown



_996529350.unknown



_996529361.unknown
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例11

.
)1,0(014 23

至少有一根

内在区间证明方程 =+− xx

证
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例12

).()()(
],[    . ],[)(

1,             

0

0

bqfapfxf
baxbaxf

qpqp

+=

∈

=+

使

，证明：必存在上连续在

的两个正数，为满足已知

证
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例13

.)()1,0(  ].1,0[
1)(0 ]1,0[)(       

000 xxfxx
xfxf
=∈∈

<<

，使证明：必存在

，上连续，且满足在设

证：
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例14

.)(    )(
)(                         )(

,0cos),( 2
1

4
1

有无穷多个实根有且仅有两个实根；

有且仅有一个实根；无实根；

则内，方程在

DC
BA

xxx =−++∞−∞

解
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习题课

• 主要内容

• 典型例题



119

左右极限

两个重要
极限

求极限的常用方法

无穷小
的性质

极限存在的
充要条件

判定极限
存在的准则

无穷小的比较

极限的性质

数列极限 函 数 极 限

axnn
=

∞→
lim Axf

xx
=

→
)(lim

0
Axf

x
=

∞→
)(lim

等价无穷小
及其性质

唯一性

无穷小
0)(lim =xf

两者的
关系

无穷大

∞=)(lim xf
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左右连续

在区间[a,b]
上连续

连续函数
的 性 质

初等函数
的连续性

间断点定义
连 续 定 义

0lim
0

=∆
→∆

y
x

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

连续的
充要条件

连续函数的
运算性质

基本初等函数
的连续性

振
荡
间
断
点

无
穷
间
断
点

跳
跃
间
断
点

可
去
间
断
点

第一类 第二类
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二、典型例题

例1 .)16(log 2
)1( 的定义域求函数 xy x −= −

解
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例2

4)(      3)(     2 )(    1)(
).   (,1

sin,sin
)1ln()cos1(,0

2

2

DCBA
ne

xxxx
xxx

x

nn

=−

+−→

则正整数的高阶无穷小量

是而的高阶无穷小量

是时设当

解
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例3 .
cos

lim
x

x
x 222 −→

π

求

解
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例4 .,,
)(

lim, βαβα αα 求若是正整数设 0
1

2000

≠=
−−∞→ xx

x
x

解
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例5

).(,1)(lim

,2)(lim,)(

0

2

3

xp
x
xp

x
xxpxp

x

x

求

且是多项式设

=

=
−

→

∞→

解



126

例6 .,)(lim a
ax
ax x

x
求设 82

=
−
+

∞→

解



127

例7

).,,2,1(0   )(lim
1

21

0
nia

n
aaa

i
x

x
n

xx

x



=

+++
→

求

解
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例8 .)
sin1
tan1(lim 3

1

0
x

x x
x

+
+

→
求

解
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例9 .coslim
0

x

x
x

+→
求

例10 .
11

lim          
0 x

xx nm

x

βα +−+
→

求

解

解
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例11

).1()1)(1)(1(lim

,1
242 n

xxxx

x

n
++++

<

∞→
求

时当

解
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例12 .
1,

2
cos

1,1
)( 的连续性讨论







≤

>−
=

xx
xx

xf π

解
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例13

.

,arctan)(lim)(

并求间断点

的表达式求
n

n
xxxf 1−=

∞→

解
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.)(),,(.)(
,)(,],[)(

ξξξ =∈∃>
<

fbabbf
aafbaxf

使得证明

且上连续在区间设函数例14

证
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例15

.,
),(sin:

ba
babxax

+
+=

且不超过一正根

至少有方程试证 00 

证
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.,
,,,),(),,(

0:             

321

3213221

3

3

2

2

1

1

λλλ
λλλλ

λλλ

且均为大于零的常数

其中内各有一个的根在

方程试证

aaa

x
a

x
a

x
a

=
−

+
−

+
−

证

例16
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例17

.,
),1(   )1()1(~2)(2              2

的值求

已知

ba
xxbxax x →−+−−

解
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例18

. lim  )2(;,2,1

,
2
10}{   )1(  ,,2,1

),21(,
2
10  }{ 

n

11

存在，并求其值

单减，且证明：

满足：设数列

n

nn

nnnn

xn

xxn

xxxxx

∞→

+

=

=

−=







证



138

年，投资按年利率设数额为 nRA

释如下：题中的连续复利概念解的第教材 4153P

nRA )1(
)1(
+

利，则投资终值为：若利息按一年计一次复

mn

m
RA

m

)1(

)2(

+

：次复利，则投资终值为若利息按一年计

Rnmn

m
Ae

m
RA =+

∞→
)1(lim)3( ：连续复利的投资终值为

traatrn eRAeRAe )(
00

−=⇒=∴由题意可知：
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常
用
的
三
角
函
数
关
系
式



1.和差与积互化公式：

)]cos()[cos(
2
1coscos

)]cos()[cos(
2
1sinsin

)]sin()[sin(
2
1cossin

βαβαβα

βαβαβα

βαβαβα

++−=

+−−=

−++=

2
cos

2
cos2coscos

2
sin

2
cos2sinsin

2
cos

2
sin2sinsin

βαβα
βα

βαβα
βα

βαβα
βα

−+
=+

−+
=−

−+
=+
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2.加法公式

βα
βα

βα

βαβαβα
βαβαβα

tantan1
tantan)tan(

sinsincoscos)cos(
sincoscossin)sin(





±
=±

=±
±=±

3.平方公式

.cot1csc
;tan1sec
;1cossin

22

22

22

xx
xx

xx

+=

+=

=+

2
sin

2
sin2coscos βαβα

βα
−+

−=−
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4.倍角公式

ααα

ααα
α

α
α

α
α

α

α
α

ααααα

α
α

ααα

cos3cos43cos
sin3sin43sin

cot2
1cot2cot

tan1
tan22tan

tan1
tan1sin211cos2sincos2cos

tan1
tan2cossin22sin

3

3

2

2

2

2
2222

2

−=

+−=

−
=

−
=

+
−

=−=−=−=

+
==
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