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第三章 一元函数积分学

§3.1  不定积分的概念

§3.2 不定积分的计算方法

§3.3  定积分概念及性质

§3.4 积分学基本公式

§ 3.5 定积分的换元积分法与分部积分法

§3.7  定积分的应用
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§3.1  不定积分的概念

• 3.1.1原函数与不定积分的概念

• 3.1.2不定积分的性质与基本积分公式
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例 ( ) xx cossin =′ xsin 是 xcos 的原函数. 

( ) )0(1ln >=′ x
x

x

xln 是
x
1
在区间 ),0( +∞ 内的原函数.

3.1.1 原函数与不定积分的概念
定义
3.1

内的一个原函数。在区间

是，则称

或恒有使得对

内的函数，若存在函数是区间设

I
xfxFdxxfxdF

xfxFIx
xFIxf

)()()()(
)()(',

),()(

=
=∈∀

注:  原函数不唯一,但不同的原函数之间只差一个常数.
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定理3.1   若 是 在区间 内的一个原函数，
则集合 是由 的原函数
全体构成的集合，其中 称为 的原
函数的一般表达式。

)(xF )(xf I
}{ 为任意常数CCxF +)(

CxF +)(

)(xf

)(xf

如 的原函数的一般表达式为xcos
)(sin 为任意常数CCx +

在 的原函数的一般表达式为
x
1 ),0( +∞

)(ln 为任意常数CCx +
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任
意
常
数

积
分
号

被
积
函
数

定义3.2（不定积分的定义）

CxFdxxf +=∫ )()(
被
积
表
达
式

积
分
变
量

称为 )(xf 在区间I内的不定积分，记为∫ dxxf )( . 

若 是 在区间 内的一个原函数，则)(xF )(xf I

的原函数的一般表达式 CxF +)( )( 为任意常数C)(xf

即

注：求不定积分即为求原函数，不定积分和原函数是
计算定积分、重积分与解微分方程的基础，故很重要.


称为
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不定积分，记为
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例1 求 .
1

1
2∫

+
dx

x
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函数 )(xf 的原函数 )(xF 的图形称为 )(xf 的一条积

分曲线,将其沿 y 轴任意平行移动，可得 )(xf 的无穷

多条积分曲线 CxF +)( ，称为 )(xf 的积分曲线族。 

几何意义：一个积分曲线族。

若求通过点 （称为初始条件）的积分
曲线，由初始条件可确定积分常数 的值。

CxFdxxf +=∫ )()(

),( 00 yx
C


函数
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∫ =± dxxgxf )]()([)1( ;)()(∫ ∫± dxxgdxxf

3.1.2   不定积分的性质与基本积分公式

∫ =dxxkf )()2( .)(∫ dxxfk

（k是常数， )0≠k

[ ] ),()( xfdxxf
dx
d

=∫ )(])([ xfdxxfd =∫

∫ =′ )()( xFdxxF ∫ = )()( xFxdF

dx

,C+ C+

（3）

（4）

1.  基本性质


（
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例2 求积分

解 原式＝

.)
1

23(
22 dx

xx∫
−

−

结论：

1、微分运算与求不定积分的运算是互逆的；

2、检验积分结果是否正确，可对结果求导，看
是否等于被积函数；
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2.  基本积分公式

µ
µ

µ
xx

=
′








+

+

1

1
.

1

1

Cxdxx +
+µ

=⇒
+µ

µ∫
)1( −≠µ

实例

启示 能否根据求导公式得出积分公式？
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基
本
积
分
公
式



);1(
1

)2(
1

−≠+
+

=
+

∫ µ
µ

µ
µ Cxdxx

=∫ dxax)4( );1,0(
ln

≠+ aaC
a

a x



=∫ dxe x)5( ;Ce x +

=
+∫ dx

x21
1)6( ;arctan Cx +

=
−

∫ dx
x21

1)7( ;arcsin Cx +

两种情况求。－

和＝－则需讨论

无特殊的说明，若对

时，注：求

1
1

≠

∫

µ
µ

µ

µdxx

;ln1)3( Cxdx
x

+=∫

;)()1( ∫ += 是常数kCkxkdx
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∫ =xdxcos)9( ;sin Cx +
∫ =xdxsin)8( ;cos Cx +−

=∫ x
dx

2cos
)10( ∫ =xdx2sec ;tan Cx +

=∫ x
dx

2sin
)11( ∫ =xdx2csc ;cot Cx +−

;sectansec)12( Cxxdxx +=∫
.csccotcsc)13( Cxxdxx +−=∫
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例3 求积分 .
1

21)1(
2

22

dx
xx

xxx
∫

−

−−−

解 原式＝

例4 求积分

解 原式＝

.
2cos1

1
∫ +

dx
x
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例5 求积分 ∫ dx
xx 22 cossin

1

说明： 求不定积分时，先将被积函数化简
或运算，再利用不定积分的性质和
基本积分公式来求。

解 原式＝



15

§3.2   不定积分的计算方法

3.2.1  换元换元法

3.2.2 分部积分法
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问题 ∫ xdx2cos ,2sin Cx +=

解决方法 利用复合函数，设置中间变量.

过程 令 xt 2= ,
2
1 dtdx =⇒

∫ xdx2cos dtt∫= cos
2
1 Ct += sin

2
1 .2sin

2
1 Cx +=

1、第一类换元法

3.2.1  换元换元法
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在一般情况下：

设 ),()( ufuF =′ 则 .)()(∫ += CuFduuf

如果 )(xu ϕ= （可导）

)()]([)])'([( xxfxF ϕϕϕ ′=

∫ +=′∴ CxFdxxxf )]([)()]([ ϕϕϕ

∫ == )(])([ xuduuf ϕ 由此可得换元法定理
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设 )(uf 具有原函数 )(uF ， 

∫ =′ dxxxf )()]([ ϕϕ CxFduuf xu +=∫ = ))((])([ )( ϕϕ

第一类换元公式（凑微分法）

说明 使用此公式的关键在于将

∫ dxxg )( 化为 .)()]([)()]([ ∫∫ =′ xdxfdxxxf ϕϕϕϕ

观察重点不同，所得结论不同.

)(xu ϕ= 可导，

则有换元公式

定理3.2


设
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则有换元公式
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例1 求 .2sin∫ xdx

解（一）

（二）

（三）

原式

原式

原式
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例3 求 .)52(
50

dxx∫ +

解

例2 求∫ dxxfxf )()('

解
原式

一般地
)0)(()(1)( ≠++=+ ∫∫ abaxdbaxf

a
dxbaxf
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例4 求 .
)ln21(

1 dx
xx∫ +

解 原式

一般地 xdxfdx
x

xf ln)(ln1)(ln ∫∫ =
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例5 求 ).0(1
22 ≠

+∫ adx
xa

解 原式

例6 求 .)11(
1

2 dxe
x

x
x

∫
+

−

解

小结：例1－6应用凑微分可直接观察到。
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常
用
的
三
角
函
数
关
系
式



1.积化和差公式：

2.倍角公式

])cos()[cos(
2
1coscos

])cos()[cos(
2
1sinsin

])sin()[sin(
2
1cossin

xxxx

xxxx

xxxx

βαβαβα

βαβαβα

βαβαβα

++−=

+−−=

−++=

.
2

2cos1cos

;
2

2cos1sin

;2sin
2
1cossin

2

2

xx

xx

xxx

+
=

−
=

=

3.平方公式

.cot1csc
;tan1sec
;1cossin

22

22

22

xx
xx

xx

+=

+=

=+
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例7  求 .
1

1 dx
e x∫ +

解
原式一)(

原式二)(
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例8 求 .
1232

1 dx
xx∫ −++

原式
解

小结：例7－8被积函数经过适当的变形如加
减项或根式有理化，再应用凑微分。
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例9 求

解

.
cos1
1

∫ +
dx

x

原式

∫ + x
dx
sin1

类似可求
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解 原式

例10 求 .csc∫ xdx

∫ .sec xdx类似可求
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例11 求

解

.cossin 52∫ ⋅ xdxx

原式

),(sin)sin1(sin

cossin
22

122

+

+

∈−= ∫
∫

Znmxdxx

xdxx
nm

nm
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例12  求 xdxx 42 cossin∫
解 原式

降幂计算。

，利用倍角公式注：对

2
2cos1cos,

2
2cos1sin

),(cossin

22

22

xxxx

Znmxdxx nm

+
=

−
=

∈ +∫
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例13  求
解

.

2
arcsin4

1
2

dxxx
∫

−

原式

小结：例9－12是三角函数求积分，常应用三角
函数中的关系式来变形再用凑微分来求。此类变
形通常较灵活多变，有一定的难度。
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问题 ?1 25 =−∫ dxxx

解决方法 改变中间变量的设置方法.

过程 令 tx sin= ,cos tdtdx =⇒

=−∫ dxxx 25 1 tdttt cossin1)(sin 25∫ −

tdtt 25 cossin∫= =
（应用“凑微分”即可求出结果）

2、第二类换元法
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其中 )(1 x−ψ 是 )(tx ψ= 的反函数. 

证 设 为 的原函数,)(tΦ )()]([ ttf ψψ ′

则
dx
dt

dt
dxF ⋅
Φ

=′ )( )()]([ ttf ψψ ′= ,
)(

1
tψ′

⋅

)(1
])(')]([[)(

)(')]([
.0)(')(

xt
dtttfdxxf

ttf
ttx

−=∫ ∫=

≠=

ψ
ψψ

ψψ
ψψ
公式具有原函数，则有换元又设

，且是单调的、可导的函数设定理
3.3

))(()( 1 xxF −Φ= ψ令

)]([ tf ψ= ).(xf=
说明 )(xF 为 )(xf 的原函数,

∫ +=∴ CxFdxxf )()( ,)]([ 1 Cx +Φ= −ψ

[ ]
)(1

)()]([)(
xt

dtttfdxxf
−=∫∫ ′=

ψ
ψψ

第二类
积分换
元公式


其中
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例14 求

解

).0(1
22 >

+∫ adx
ax

t
a

x22 ax +

注1  用换元法得到的结果，必须代回原变量
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例15 求

解

).0(1
22 >

−∫ adx
ax

t
a

x
22 ax −

法一：
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例16 求

解

.4 23 dxxx∫ −

t

2 x

原式



36

注 以上几例所使用的均为三角代换.

三角代换的目的是化掉根式.

一般规律如下：当被积函数中含有

22)1( xa − 可令 ;cos),
2

(sin tattax 原式＝
π

=

22)2( xa + 可令 ;sec),
2

(tan tattax 原式＝
π

=

22)3( ax − 可令 ;cot),
2

0(csc tattax 原式＝
π

=
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例17 求

解

.
1

1
2

dx
e x∫

+

注

积分中为了化掉根式是否一定采用三角代换并不
是绝对的，需根据被积函数的情况来定.
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65
3

2 +−
+

xx
x

)3)(2(
3
−−

+
=

xx
x ,

32 −
+

−
=

x
B

x
A

例18
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例19  求积分 dx
xx
xx

∫ ++
+−

1
1

2

2

解 原式
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注 当被积函数含有两种或两种以上的
根式 时，可采用令
（其中 为各根指数的最小公倍数）

lk xx ,, ntx =
n

例20 求 .
)1(

1
3

dx
xx∫ +

解
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问题 ∫ = ?dxxex

解决思路 利用两个函数乘积的求导法则.
设函数 )(xuu = 和 )(xvv = 具有连续导数, 

dxxvxuxvxudxxvxu ∫∫ ′−=′ )()()()()()(

则有分部积分公式

3.2.2      分部积分法

∫ = ?ln xdx

定理3.4

证明 由两个函数的乘积求导公式：

∫ ∫−= vduuvudv

（1）

)(')()()(')]'()([ xvxuxvxuxvxu +=

或


设函数
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对上式两端求不定积分得（1）式。

)()'()]'()([)'()( xvxuxvxuxvxu −=
移项可得

说明 dxxvxuxvxudxxvxu ∫∫ ′−=′ )()()()()()(

不易求 易求

易求。比使

和如何选择注：分部积分的关键是

dxxvxudxxvxu

xvxu

∫∫ )(')()()('

),()(

分部积分法
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例1 求积分 .cos∫ xdxx

解（一）

解（二）
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)()(

)0(cos)(

)0(sin)(

)0()(

.1

)()2();(1
)()(

xPxu

xdxxP

xdxxP

dxexP

xuxv
xvxu

n

n

n

x
n

=











≠

≠

≠

∫
∫
∫

取形如

常见的题型：

。求导简单的选为）积分更容易的选为（

的原则是：和选

ββ

ββ

λλ

次多项式是nxPn )(

)()('

arctan)(

arcsin)(

)(ln)(

.2 xPxv

xdxxP

xdxxP

ZmxdxxP

n

n

n

m
n

=









∈

∫
∫
∫ +

取形如
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2例 ∫ .ln xdx求积分

解

例3 求积分 .arctan∫ xdxx
解

原式
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例4 求积分

解

.2∫ dxex x
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例5 求积分 .sin∫ xdxe x

解
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3.3  定积分的概念和性质

3.3.1  定积分的定义

3.3.2  定积分的性质
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a b x

y

o
?S =

曲边梯形由连续曲线

实例 （求曲边梯形的面积）

)(xfy = )0)(( ≥xf 、

x轴与两条直线 ax = 、

bx = 所围成.

1、问题的提出

)(xfy =

3.3.1  定积分的定义


曲边梯形由连续曲线




[image: image1.wmf])


(


x


f


y


=




 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf])


0


)


(


(


³


x


f


、

_1015045163.unknown



_1015045133.unknown






[image: image1.wmf]x


轴与两条直线

[image: image2.wmf]a


x


=


、

_996081690.unknown



_996081770.unknown






[image: image1.wmf]b


x


=


所围成.

_996081769.unknown





50

a b x

y

oa b x

y

o

用矩形面积近似曲边梯形面积

显然，小矩形越多，矩形总面积越接近
曲边梯形面积．

（四个小矩形） （九个小矩形）

具体做法如下：
？积得到曲边梯形的面积问题：如何利用矩形面



51

曲边梯形如图所示，

,
1],[

1210 bxxxxxa
nba

nn =<<<<<=
−

−个分点，
内插入在区间

a b x

y

o iξ ix1x 1−ix 1−nx∑
=

−−

∆=

=∆

−=∆

n

i
i

i

i

iiiii

SS

niS

n
yx

xxxxxnba

1
.

11

),,,2,1(

;],[],[

则有

为

边梯形，记它们的面积

个小曲将曲边梯形分成

轴的平行线，作过分点

，长度为个小区间分成把区间



则似小曲边梯形的面积，为高的小矩形面积来近
为底，，用以上任取一点在每个小区间

)(
],[],[ 11

i

iiiii

f
xxxx

ξ

ξ −−

),,2,1()( nixfS iii =∆ξ≈∆

(1)分割

(2)近似代替（以直代曲）

),,2,1( ni =
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i

n

1i
i

n

i
i x)f(ξSS ∆≈∆= ∑∑

==1

曲边梯形面积的近似值为

i

n

i
iλ

x)f(ξS ∆= ∑
=

→ 10
lim

时，趋近于零
即小区间的最大长度当分割无限加细

)0(}{max
,

1
→λ∆=λ

≤≤ ini
x

曲边梯形面积为

(3)求和

(4)取极限
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设函数 )(xf 在 ],[ ba 上有定义，  

若不论对 ],[ ba  

在 ],[ ba 中任意插入

1−n 个分点 bxxxxxa nn =<<<<<=
−1210 

把区间 ],[ ba 分成n个小区间， 小区间的长度为 

1−−=∆ iii xxx  在各小区间上任取

一点 iξ  作乘积 ii xf ∆)(ξ  ),2,1( =i
求和                 

2、定积分的定义

定义
3.3

，令记 0},{max
1

→λ∆=λ
≤≤ ini

x

.)(
1

ii

n

i
n xfS ∆ξ=∑

=

]),,[( 1 iii xxξ −∈

),,2,1( ni =


设函数
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如何分割， 

∫ =
b

a
dxxf )(

 

被
积
函
数

被
积
表
达
式

积
分
变
量

积分区间],[ ba

也不论在小区间 ],[ 1 ii xx − 上

点 iξ 取法如何， 

存在，称这个极限为函数 )(xf  

在区间 ],[ ba 上的定积分， 记为

积分下限

积分和

ii

n

iλn x)(ξfS ∆= ∑
=

→→λ 100
limlim

ii

n

i
xf ∆∑

=→
)(lim

10
ξ

λ

积分上限


如何分割，
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也不论在小区间
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点
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存在，称这个极限为函数
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在区间
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,0)( ≥xf ∫ =
b

a
Sdxxf )( 曲边梯形的面积

,0)( <xf ∫ −=
b

a
Sdxxf )( 曲边梯形的面积

的负值

1S
2S

3S

4S

4321)( SSSSdxxf
b

a∫ = − + −

3、定积分的几何意义

a b
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4
1 

1

0

2 π
=−∫ dxx

例1.利用定积分的几何意义，说明下列等式：

1

1

0
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3.3.2定积分的基本性质

∫ β±α
b

a
dxxgxf )]()([ ∫α=

b

a
dxxf )( ∫β±

b

a
dxxg )(

. 
性质1

是任意常数），（ βα

.],[)(),( 上均可积在数设下面性质中涉及的函 baxgxf

∫
b

a
dxxf )( ∫∫ +=

b

c

c

a
dxxfdxxf )()( .性质2

如果在区间 ],[ ba 上 )()( xgxf ≤ ，

则 dxxf
b

a∫ )(  dxxg
b

a∫≤ )( .    )( ba <

性质3
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例 3  比较积分值 dxe x∫
−2

0
和 dxx∫

−2

0
的大小. 

解

例 2  比较积分值 dxx∫
1

0

2
和 dxx∫

1

0

3
的大小. 

解

（注意上下限的大小）


例3  比较积分值
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设M及m分别是函数

证

（此性质可用于估计积分值的大致范围）

则  )()()( abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫ .

)(xf 在区间 ],[ ba 上的最大值及最小值，

性质4：


设

[image: image1.wmf]M


及
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分别是函数
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则  
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例 4  估计积分 dx
x∫

π

+0 3sin3
1

的值. 

解


例4  估计积分

[image: image1.wmf]dx
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ò
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3


1


的值.
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如果函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，

证

Mdxxf
ab

m
b

a
≤

−
≤∴ ∫ )(1

)()()( abMdxxfabm
b

a
−≤≤− ∫

由闭区间上连续函数的介值定理知

则在积分区间 ],[ ba 上至少存在一个点 ξ，

使 dxxf
b

a∫ )( ))(( abf −= ξ .   )( ba ≤≤ ξ

性质5（定积分中值定理）

积分中值公式


如果函数
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在闭区间

[image: image2.wmf]]


,


[


b


a
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则在积分区间
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在区间 ],[ ba 上至少存在一个点ξ，

使 ,)(1)( ∫−
=ξ

b

a
dxxf

ab
f

dxxf
b

a∫ )( ))(( abf −= ξ . )( ba ≤≤ ξ

 在区间 ],[ ba 上至少存在一

个点ξ，

即

积分中值公式的几何解释：

x

y

o a bξ

)(ξf
使得以区间 ],[ ba 为

以曲线 )(xfy =底边，

为曲边的曲边梯形的面积

等于同一底边而高为 )(ξf
的一个矩形的面积。


在区间
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使得以区间
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以曲线
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底边，


为曲边的曲边梯形的面积


等于同一底边而高为
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的一个矩形的面积。
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3.4  积分学基本公式

• 一、积分上限函数及其导数

• 二、牛顿—莱布尼茨公式
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  设函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续，并且设 x为
],[ ba 上的一点， 考察定积分 ∫

x

a
dttf )(

记 ∫=
x

a
dttfxF )()( 积分上限函数

        如果上限x在区间 ],[ ba 上任意变动，则对

于每一个取定的x值，定积分有一个对应值，所

以它在 ],[ ba 上定义了一个函数， 

一、积分上限函数及其导数

:t ],[ xa

],[ ba积分上限变量，在 上变化

积分变量，在 上变化

:x

（变上限积分）


  设函数
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        如果上限
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定理 3.5 如果 )(xf 在 ],[ ba 上连续，则积分上限函数

dttfxF
x

a∫= )()( 在 ],[ ba 上具有连续导数，且它的导

数是
)()()(' xfdttf

dx
dxF

x

a
== ∫     )( bxa ≤≤  

积分上限函数的性质

 若 )(xf 在 ],[ ba 上连续，则积分上限函数

dttfxF
x

a∫= )()( 就是 )(xf 在 ],[ ba 上的一个原

函数. 故定理3.5又称原函数存在定理

)()]([)]([)(
)(

xbxbfxbF
dx
ddttf

dx
d xb

a
′==∫


定理3.5 如果
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 若
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例1  求 .lim 2

1

cos

0

2

x
dte

x
t

x

∫ −

→

解

)
0
0(
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]cos[
0 2

2∫x dttx
dx
d

例2 求

解
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定理 3.6（微积分基本公式）

如果 )(xF 是连续函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上的任

意一个原函数，则 )()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫ . 

二、牛顿—莱布尼茨公式

例3  求 .)1sincos2(2

0∫
π

−+ dxxx

原式解


如果
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.sin
2
12

0
dxx∫

π

−例4  求

解
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§3.5 定积分的换元积分法
与分部积分法

3.5.1定积分的换元积分法

3.5.2定积分的分部积分法
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定理3.7        假设 

（1） )(xf 在 ],[ ba 上连续； 

（2）函数 )(tx ϕ= 在 ],[ βα 上有连续导数，且导

数保持定号； 

（3）当t在 βα , 之间变化时， )(tx ϕ= 的值在 ],[ ba 上

变化，且 a=)(αϕ 、 b=)(βϕ ， 

 则 dtttfdxxf
b

a ∫∫ ′=
β

α
ϕϕ )()]([)( . 

3.5.1定积分的换元积分法


        假设
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（2）函数
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（3）当
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证

)()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫又

公式可得

由牛顿－莱布尼茨的一个原函数

是的一个原函数，则为令

它的原函数存在，上连续，在

.)(')]([
))(()()(

],[)(

ttf
tFxfxF

baxf

ϕϕ
ϕ

∴

)()())(())((

))(()('))((

aFbFFF

tFdtttf

−=αϕ−βϕ=

ϕ=ϕϕ
β

α

β

α∫

dtttfdxxf
b

a ∫∫
β

α
ϕ′ϕ=∴ )()]([)(
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例1  计算 .sincos2

0

5∫
π

xdxx

解
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注1：应用换元公式时应注意:

用 )(tx ϕ= 把变量x换成新变量t时， 
积分限也相应的改变. 

求出 )()]([ ttf ϕϕ ′ 的一个原函数 )(tΦ  
后，不必像计算不定积分那样再要把 

)(tΦ 变换成原变量x的函数，而只要 
把新变量t的上、下限分别代入 )(tΦ  
然后相减就行了. 

（1）

（2）

.        
        

    )3(

也可直接用换元法来做
尼茨公式求；原函数再用牛顿－莱布
，可先求得用凑微分法能求积分的

换元必换限


用
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例2  计算

解

.sinsin
0

53∫
π

− dxxx
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例3  计算

解

.
)ln1(ln

4
3

∫ −
e

e xxx
dx
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例4  计算

解

∫ >
−+

a
adx

xax0 22 )0(.1
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.
12

24

0
dx

x
x

∫ +
+

例5  计算

解
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例 6 当 )(xf 在 ],[ aa− 上连续，且有 

 ① )(xf 为偶函数，则  

 ∫ ∫−
=

a

a

a
dxxfdxxf

0
)(2)( ； 

   ② )(xf 为奇函数，则∫− =
a

a
dxxf 0)( . 

证


例6 当
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例7  计算

解

.
11

cos21

1 2

2

∫− −+
+ dx

x
xxx
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设函数 )(xu 、 )(xv 在区间[ ]ba, 上具有连续 

导数，则有
[ ] ∫∫ −=

b

a

b

a

b

a
vduuvudv

. 

定积分的分部积分公式

证 ( ) ,vuvuuv ′+′=′ [ ] ,)(
b

a

b

a
uvdxuv∫ =′

[ ] ,∫∫ ′+′=
b

a

b

a

b

a
dxvudxvuuv

[ ] .∫∫ −=∴
b

a

b

a

b

a
vduuvudv

3.5.2定积分的分部积分法
定理3.8


设函数
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例8 计算

解

.
2cos1

4

0∫
π

+ x
xdx
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例9 计算 .arcsin12
1

0

2 xdxxx∫ −

解
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§3.7 定积分的应用

3.7.1平面图形的面积

3.7.2定积分在经济学的应用
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3.7.1平面图形的面积

.
],[)()(

,,   1

所围成的平面图形面积
上连续）在（

轴及由直线：情形
baxfxfy

xbxax
=

==

.
],[)()()(

)(,,   2

所围成的平面图形面积
上连续）在、（及

由直线：情形
baxgxfxgy

xfybxax
=

===

x

仅讨论用定积分计算在直角坐标系下的平面图形的面积.

y

0

0 x

y

a

a b

b

)(xfy =

)(xf

)(xg

)(xfy =dxxfS
b

a∫= )(

dxxgxfS
b

a∫ −= )()(

x xx ∆+
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.
)],[)(),()((

)(,,3

积所围成的平面图形的面

上的连续函数是

及曲线：由直线情形

dcyyyx
yxdycy

ψϕψ
ϕ

=
===

y

x0
c

d
)( yx ϕ=

)( yx ψ=
dyyyS

d

c∫ ψ−ϕ= )()(

中定积分的上下限。

坐标为情形中定积分的上下限，纵为情形

标，其中的横坐标即再求两曲线的交点的坐

形特点选择积分变量，应该先画草图，根据图

封闭图形的面积，：对于求由两曲线所围注

32

1

y
yy ∆+
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例 1 计算由两条抛物线 xy =2 和 2xy = 所围成的

图形的面积.

解

2xy =

2yx =


例1 计算由两条抛物线
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例 2  计算由曲线 xxy 63 −= 和 2xy = 所围成

的图形的面积.

解
2xy =

xxy 63 −=


例2  计算由曲线
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例 3  计算由曲线 xy 22 = 和直线 4−= xy 所围

成的图形的面积.

解

xy 22 =

4−= xy


例3  计算由曲线
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例 4  求椭圆 12

2

2

2

≤+
b
y

a
x

的面积. 

解


例4  求椭圆
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3.7.2定积分在经济学中的应用

由边际函数求总函数  .1

.)()(

)(

)(

).(),(

0 0

0

0 0

∫
∫
∫

−−=

=

+=

==

==

q

q

q

CdqMCMRqL

MRdqqR

CMCdqqC

dq
dRMR

dq
dCMC

qRRqCC

总利润函数：

总收益函数：

则总成本函数：

；边际收益函数则边际成本函数：

总收益函数已知总成本函数

固定成本 :)0(0 CC =
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.
2100  ,11114

)/(
50

5

2

试确定厂商的最大利润

单位单位：万元边际收益分别为

万元，边际成本与为生产某产品的固定成本

化问题）（关于产量的利润最大例

qMRqqMC −=+−=

函数便可得最大利润。

，代入总利润时的产量分析：若已知最大利润

             
0q

解
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