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第二章单方程计量经济学
模型理论与方法

Theory and Methodology of Single-
Equation Econometric Model 
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第一节 回归分析概述

一、变量间的关系及回归分析的基本概念

二、总体回归函数

三、随机扰动项

四、样本回归函数（SRF）
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一.变量之间的关系

现象(事物)   统计上 变量之间

之间的关系 数学上 的关系

函数关系(确定性关系): Y=f(X);

变量关系
统计(或相关)关系(不确定关系): X∼Y.

1.函数关系: 一个变量(X)的变化能完全决定另
外一个变量的变化,即它们之间有精确的函数关系
式 Y=f(X).

一、变量间的关系及回归
分析的基本概念
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例如:

• Taxi收费(Y)和行驶里程(X)的关系:Y=aX+b
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二.统计(相关)关系:变量之间有密切关系,但密切
程度并没有达到由一个完全确定另一个的程度,即不能找
到一个精确的函数关系式来描述这种关系,这种关系就称
为统计关系(或相关关系).

比如:
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相关分析(Correlation analysis)

统计关系的研究
回归分析(Regression analysis)
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相关分析对称地对待任何（两个）变量，两个变量都被看
作是随机的。回归分析对变量的处理方法存在不对称性，即
区分因变量（被解释变量）和自变量（解释变量）：前者是
随机变量，后者不是。

▲注意：
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回归分析(regression analysis)是研究一个变量关于另一些
变量的具体统计依赖关系的计算方法和理论。

其用意：在于通过后者的已知或设定值，去估计和（或）
预测前者的（总体）均值。

2、回归分析的基本概念

例2.1：一个社区有100户家庭组成，要研究该社区每月家庭
消费支出Y与每月家庭可支配收入X的关系。
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1）该社区每月家庭消费支出Y与每月可支配收入X的关系？
2）如果知道了家庭的月收入，预测该社区家庭的平均月

消费支出水平？

这里：
前一个变量被称为被解释变量（Explained Variable）或因变量（Dep-

endent Variable），后一个（些）变量被称为解释变量（Explanatory 
Variable）或自变量（Independent Variable）。

如果该社区全体家庭月收入和消费支出情况未知。现从该社
区家庭中抽样10个家庭调查，获得如下数据

表 2.1.3  家庭消费支出与可支配收入的一个随机样本 
Y 800 1100 1400 1700 2000 2300 2600 2900 3200 3500 
X 594 638 1122 1155 1408 1595 1969 2078 2585 2530 
 

uXY ++= 10 ββ
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回归分析构成计量经济学的方法论基础，其主
要内容包括：
（1）根据样本观察值对经济计量模型参数进行估
计，求得回归方程；
（2）对回归方程、参数估计值进行显著性检验；
（3）利用回归方程进行分析、评价及预测。
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在给定解释变量X1 ,X2 ,…,Xk条件下被解释变
量Y的期望轨迹称为总体回归线（population regre-
ssion line），或更一般地称为总体回归曲线（pop

u lation regression curve）。

称为总体回归函数（population regression function, 
PRF）。

相应的函数：

),,,(),,,|( 2121 kk XXXfXXXYE  =

二、总体回归函数
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回归函数（PRF）说明被解释变量Y的平均状
态（总体条件期望）随解释变量X变化的规律。

• 含义：

• 函数形式：

可以是线性或非线性的。

例2.1中，将居民消费支出看成是其可支配收
入的线性函数时:

为一线性函数。其中，β0，β1是未知参数，称为
回归系数（regression coefficients）。

XXYE 10)|( ββ +=
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三、随机扰动项

总体回归函数确定了在给定解释变量X1 ,X2 ,…,Xk取值

的条件下，被解释变量Y的期望值（平均水平）。

但被解释变量Y的观察值Yi可能与该平均水平有偏差。

称µi为观察值Yi围绕它的期望值E(Y| X1i ,X2i ,…,Xki)的离差
（deviation），是一个不可预测的随机变量，又称为随机
干扰项（stochastic disturbance）或随机误差项（stochastic 
error）。

记

ikiiii

kiiiii

XXXYEY
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例2.1中，个别家庭的消费支出为：

（*）式称为总体回归函数（方程，PRF）的随机
设定形式。表明被解释变量除了受解释变量的系统性
影响外，还受其他因素的随机性影响。

（1）该收入水平下所有家庭的平均消费支出E(Y|Xi)，称为
系统性（systematic）或确定性（deterministic)部分。

（2）其他随机或非确定性（nonsystematic)部分µi。

即，给定收入水平Xi ,个别家庭的支出可表示为两部分之和:

由于方程中引入了随机项，成为计量经济学模型，
因此也称为总体回归模型。
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随机误差项主要包括下列因素的影响：

1）在解释变量中被忽略的因素的影响；

2）变量观测值的观测误差的影响；

3）模型关系的设定误差的影响；

4）其它随机因素的影响。
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四、样本回归函数（SRF）

问题：能从一次抽样中获得总体的近似的信息吗？
如果可以，如何从抽样中获得总体的近似信息？

问：能否从该样本估计总体回归函数PRF？

例：一个社区有100户家庭组成，要研究该社区每月家庭

消费支出Y与每月家庭可支配收入X的关系。现从该总体中
得到如下一个样本，

表 2.1.3  家庭消费支出与可支配收入的一个随机样本 
Y 800 1100 1400 1700 2000 2300 2600 2900 3200 3500 
X 594 638 1122 1155 1408 1595 1969 2078 2585 2530 
 

总体的信息往往无法掌握，现实的情况只能是在
一次观测中得到总体的一个样本。
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核样本的散点图（scatter diagram)：

样本散点图近似于一条函数曲线（直线），画一条函数曲
线（直线）以尽好地拟合该散点图，由于样本取自总体，可以
该线近似地代表总体回归线。该线称为样本回归线（sample 
regression lines）。

记样本回归线的函数形式为：

称为样本回归函数（sample regression function，SRF）。

kikikiiii XXXXXfY βββ ˆˆˆ),,,(ˆˆ
11021 ++==  ＋

线性函数
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这里将样本回归线看成总体回归线的近似替代

kikikiiii XXXXXfY βββ ˆˆˆ),,,(ˆˆ
11021 ++==  ＋

线性函数
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样本回归函数的随机形式/样本回归模型：

同样地，样本回归函数也有如下的随机形式：

式中， ie 称为（样本）残差（或剩余）项（residual），代表

了其他影响 iY 的随机因素的集合，可看成是 iµ 的估计量 iµ̂ 。 

由于方程中引入了随机项，成为计量经济模型，因此
也称为样本回归模型（sample regression model）。
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▼回归分析的主要目的：根据样本回归函数SRF，估计总体
回归函数PRF。

注意：这里PRF可能永
远无法知道。

即，根据

估计
ikikiikiiii XXXXXYEY µβββµ ++++=+=  11021 ),,,|(

线性

ikikiiii eXXeYY +++=+= βββ ˆˆˆˆ
110 ＋

线性
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第二节 一元线性回归模型

• 一元线性回归模型的参数估计

• 一元线性回归模型检验

• 一元线性回归模型预测

• 实例
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单方程计量经济学模型分为两大类：

线性模型和非线性模型

•线性模型中，变量之间的关系呈线性关系

•非线性模型中，变量之间的关系呈非线性关系

一元线性回归模型：只有一个解释变量

iii XY µββ ++= 10 i=1,2,…,n

Y为被解释变量，X为解释变量，β0与β1为待估参数，
µ为随机干扰项

(一) 一元线性回归模型的参数估计

µββ ++= XY 10
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回归分析的主要目的是要通过样本回归函
数（模型）SRF尽可能准确地估计总体回归函
数（模型）PRF。

估计方法有多种，其种最广泛使用的是普通
最小二乘法（ordinary least squares, OLS）。

为保证参数估计量具有良好的性质，通常对
模型提出若干基本假设。

注：实际这些假设与所采用的估计方法紧密
相关。
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一、线性回归模型的基本假设

假设1、 随机误差项µi不序列相关性：

Cov(µi,µj)=0 i≠j i,j= 1,2, …,n

假设2、 随机误差项µ与解释变量X之间不相关：
Cov(Xi, µi)=0         i=1,2, …,n

假设3、 µi服从零均值同方差的正态分布

µi~N(0, σµ
2 )          i=1,2, …,n

以上假设也称为线性回归模型的经典假设或高斯
（Gauss）假设，满足该假设的线性回归模型，也称为
经典线性回归模型（Classical Linear Regression Model, 
CLRM）。
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另外，在进行模型回归时，还有两个暗含的
假设：

假设4：随着样本容量的无限增加，解释变
量X的样本方差趋于一有限常数。即

∞→→−∑ nQnXX i ,/)( 2

假设5：回归模型是正确设定的

假设4旨在排除时间序列数据出现持续上升或下降的变
量作为解释变量，因为这类数据不仅使大样本统计推断变
得无效，而且往往产生所谓的伪回归问题（spurious regr-
ession problem）。

假设5也被称为模型没有设定偏误（specification error）
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二、参数的普通最小二乘估计（OLS）

给定一组样本观测值（Xi, Yi）（i=1,2,…n）要
求样本回归函数尽可能好地拟合这组值.

普通最小二乘法（Ordinary least squares, OLS）
给出的判断标准是：二者之差的平方和

∑∑ +−=−=
n

iii

n

i XYYYQ
1

2
10

2

1
))ˆˆ(()ˆ( ββ

最小。
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方程组（*）称为正规方程组（normal equations）。
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称为OLS估计量的离差形式（deviation form）。

由于参数的估计结果是通过最小二乘法得到的，
故称为普通最小二乘估计量（ordinary least 
squares estimators）。
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顺便指出 ，记 YYy ii −= ˆˆ

则有

∑−−=

++−+=
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可得 ii xy 1
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（**）式也称为样本回归函数的离差形式。

（**）

注意：

在计量经济学中，往往以小写字母表示对均值
的离差。
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三、参数估计的最大似然法(ML)

最大似然法(Maximum Likelihood,简称
ML) 是不同于最小二乘法的另一种参数估
计方法，是从最大似然原理出发发展起来
的其它估计方法的基础。

基本原理：

对于最大似然法，当从模型总体随机抽
取n组样本观测值后，最合理的参数估计量
应该使得从模型中抽取该n组样本观测值的
概率最大。
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在满足基本假设条件下，对一元线性回归模型：

iii XY µββ ++= 10

随机抽取n组样本观测值（Xi, Yi）（i=1,2,…n）。

那么Yi服从如下的正态分布：

于是，Y的概率函数为

2
102 )ˆˆ(

2
1

2
1)(

ii XY

i eYP
ββ

σ

πσ

−−−

= （i=1,2,…n）

),( 2
10 σββ ii XNY +∼
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因为Yi是相互独立的，所以的所有样本观测值的联
合概率，也即似然函数(likelihood function)为：

),,,(),ˆ,ˆ( 21
2

10 nYYYPL ⋅⋅⋅=σββ
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将该似然函数极大化，即可求得到模型
参数的极大或然估计量。
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由于或然函数的极大化与或然函数的对数的极
大化是等价的，所以，取对数或然函数如下：

2
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)ˆˆ(
2
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解得模型的参数估计量为：
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可见，在满足一系列基本假设的情况下，

模型结构参数的最大或然估计量与普通最小
二乘估计量是相同的。
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例1：在家庭可支配收入-消费支出例中，对于所抽出的一组
样本数，参数估计的计算可通过下面的表2.2.1进行。

表 2.2.1    参数估计的计算表 
 

iX  iY  ix  iy  ii yx  2
ix  2

iy  2
iX  2

iY  

1 800 594 -1350 -973 1314090 1822500 947508 640000 352836 

2 1100 638 -1050 -929 975870 1102500 863784 1210000 407044 

3 1400 1122 -750 -445 334050 562500 198381 1960000 1258884 

4 1700 1155 -450 -412 185580 202500 170074 2890000 1334025 

5 2000 1408 -150 -159 23910 22500 25408 4000000 1982464 

6 2300 1595 150 28 4140 22500 762 5290000 2544025 

7 2600 1969 450 402 180720 202500 161283 6760000 3876961 

8 2900 2078 750 511 382950 562500 260712 8410000 4318084 

9 3200 2585 1050 1018 1068480 1102500 1035510 10240000 6682225 

10 3500 2530 1350 963 1299510 1822500 926599 12250000 6400900 

求和 21500 15674   5769300 7425000 4590020 53650000 29157448 

平均 2150 1567        

 

表 2.1.3  家庭消费支出与可支配收入的一个随机样本 
Y 800 1100 1400 1700 2000 2300 2600 2900 3200 3500 
X 594 638 1122 1155 1408 1595 1969 2078 2585 2530 
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因此，由该样本估计的回归方程为：

ii XY 777.0172.103ˆ +−=
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四、最小二乘估计量的性质

当模型参数估计出后，需考虑参数估计值的

精度，即是否能代表总体参数的真值，或者说需
考察参数估计量的统计性质。

一个用于考察总体的估计量，可从如下几个方
面考察其优劣性：

（1）线性性，即它是否是另一随机变量的线性
函数；

（2）无偏性，即它的均值或期望值是否等于总
体的真实值；

（3）有效性，即它是否在所有线性无偏估计量
中具有最小方差。
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（4）渐近无偏性，即样本容量趋于无穷大时，是
否它的均值序列趋于总体真值；

（5）一致性，即样本容量趋于无穷大时，它是否
依概率收敛于总体的真值；

（6）渐近有效性，即样本容量趋于无穷大时，是
否它在所有的一致估计量中具有最小的渐近方差。

这三个准则也称作估计量的小样本性质。

拥有这类性质的估计量称为最佳线性无偏估计
量（best liner unbiased estimator, BLUE）。

当不满足小样本性质时，需进一步考察估计量的
大样本或渐近性质：
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高斯—马尔可夫定理(Gauss-Markov theorem)
在给定经典线性回归的假定下，最小二乘估计

量是具有最小方差的线性无偏估计量。
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2、无偏性，即估计量 0β̂ 、 1β̂ 的均值（期望）等于总体回归

参数真值β0与β1 

证： ∑ ∑ ∑ ∑ ∑++=++== iiiiiiiiii kXkkXkYk µββµβββ 10101 )(ˆ

易知 02 ==∑ ∑
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∑∑ =+=+= 1111 )()()ˆ( βµβµββ iiii EkkEE

同样地，容易得出

∑ ∑ =+=+= 0000 )()()()ˆ( βµβµββ iiii EwEwEE
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3、有效性（最小方差性），即在所有线性无偏估计量

中，最小二乘估计量 0β̂ 、 1β̂ 具有最小方差。 

(1)先求 0β̂ 与 1β̂ 的方差 
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（2）证明最小方差性

假设
*
1β̂ 是其他估计方法得到的关于β1的线性无偏估计量： 

∑= iiYc*
1β̂

其中，ci=ki+di，di为不全为零的常数

则容易证明

)ˆvar()ˆvar( 1
*
1 ββ ≥

同理，可证明β0 的最小二乘估计量 0β̂ 具有最的小方差 

普通最小二乘估计量（ordinary least Squares 
Estimators）称为最佳线性无偏估计量（best 
linear unbiased estimator, BLUE）



43

由于最小二乘估计量拥有一个“好”的估计量
所应具备的小样本特性，它自然也拥有大样本特性。
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五、参数估计量的概率分布及随机干扰
项方差的估计

1、参数估计量 0β̂ 和 1β̂ 的概率分布  

),(~ˆ
2

2

11 ∑ ix
N σββ ),(~ˆ 2

2

2

00 σββ
∑
∑

i

i

xn
X

N
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∑= 22
ˆ /
1 ixσσ

β ∑
∑= 2

22

ˆ
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σ
β
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2、随机误差项µ的方差σ2的估计

由于随机项µi不可观测，只能从µi的估计——残
差ei出发，对总体方差进行估计。

σ2又称为总体方差。

可以证明，σ2的最小二乘估计量为

2
ˆ

2
2

−
= ∑

n
eiσ

它是关于σ2的无偏估计量。
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在最大似然估计法中，

因此， σ2的最大或然估计量不具无偏性，
但却具有一致性。
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在随机误差项µ的方差σ2 估计出后，参数 0β̂

和 1β̂ 的方差和标准差的估计量分别是：  

1β̂ 的样本方差：   ∑= 222
ˆ ˆ
1 ixS σ

β                             

1β̂ 的样本标准差： ∑= 2
ˆ ˆ
1 ixS σ

β                            

0β̂ 的样本方差：   ∑∑= 2222
ˆ ˆ

0 ii xnXS σ
β                     

0β̂ 的样本标准差： ∑∑= 22
ˆ ˆ

0
ii xnXS σ

β                    
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（二）一元线性回归模型的统计检验

• 通过参数估计得到总体回归函数的估计表达式
样本回归函数以后，还必须对样本回归函数能
否代表总体回归函数进行统计推断，即进行所
谓的统计检验。。

• 主要包括拟合优度检验、变量的显著性检验及
参数的区间估计。
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一、拟合优度检验

拟合优度检验：对样本回归直线与样本
观测值之间拟合程度的检验。

度量拟合优度的指标：

判定系数（可决系数）R2

问题：采用普通最小二乘估计方法，已
经保证了模型最好地拟合了样本观测值，为
什么还要检验拟合程度？
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1、总离差平方和的分解

已知由一组样本观测值（Xi , Yi），i=1,2…,n
得到如下样本回归直线

ii XY 10
ˆˆˆ ββ +=

iiiiiii yeYYYYYYy ˆ)ˆ()ˆ( +=−+−=−=
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如果Yi=Ŷi   即实际观测值落在样本回归“线”上，则拟合最好。

可认为，“离差”全部来自回归线，而与“残差”无关。
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对于所有样本点，则需考虑这些点与样本均值离
差的平方和,可以证明：

记 ∑ ∑ −== 22 )( YYyTSS ii 总体平方和（Total Sum 
of Squares）

∑ ∑ −== 22 )ˆ(ˆ YYyESS ii 回归平方和（Explained 
Sum of Squares）

∑ ∑ −== 22 )ˆ( iii YYeRSS 残差平方和（Residual 
Sum of Squares ）
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TSS=ESS+RSS

Y的观测值围绕其均值的总离差(total variation)
可分解为两部分：一部分来自回归线(ESS)，另一部
分则来自随机势力(RSS)。

在给定样本中，TSS不变，

如果实际观测点离样本回归线越近，则ESS在
TSS中占的比重越大，因此

拟合优度：回归平方和ESS/Y的总离差TSS
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TSS
RSS

TSS
ESSR −== 1记 2

2、可决系数R2统计量

称 R2 为（样本）可决系数/判定系数（coefficient 
of determination)。

可决系数的取值范围：[0，1]

R2越接近1，说明实际观测点离样本线越近，拟
合优度越高。
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在实际计算可决系数时，在 1β̂ 已经估计出后： 











=

∑
∑
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2
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2 ˆ

i

i

y
x

R β

在例2.1.1的收入-消费支出例中，

9766.0
4590020

7425000)777.0(ˆ
2

2

2
2

1
2 =

×
==

∑
∑

i

i

y
x

R β
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二、变量的显著性检验

回归分析是要判断解释变量X是否是被解释变
量Y的一个显著性的影响因素。

在一元线性模型中，就是要判断X是否对Y具有
显著的线性性影响。这就需要进行变量的显著性
检验。

变量的显著性检验所应用的方法是数理统计
学中的假设检验。

计量经计学中，主要是针对变量的参数真值是
否为零来进行显著性检验的。
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1、假设检验

• 所谓假设检验，就是事先对总体作出一个假设，然后

利用样本信息来判断原假设是否合理，即判断样本信息
与原假设是否有显著差异，从而决定是否接受或否定原
假设。

• 假设检验采用的逻辑推理方法是反证法。

先假定原假设正确，然后根据样本信息，观察由此假
设而导致的结果是否合理，从而判断是否接受原假设。

• 判断结果合理与否，是基于“小概率事件不易发生”
这一原理的。

即在一次抽样中，小概率事件（P<     ）不可能发生。
如果在原假设下发生了小概率事件，则认为原假设是不
合理的；反之，则认为原假设是合理的。

α
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因此，置信度（ α ）大小的不同，有可能做出不同的

判断。

• 假设检验是基于样本资料来推断总体特征的，而这种推
断是在一定概率置信度下（α）进行的，而非严格的逻辑
证明。

• 检验假设H0（H1）作出统计推断时，假设检验可能会犯
两类错误.

原假设
行动 状态
决策

H0真实 H0不真实

接受H0 正确 取伪错误

拒绝H0 弃真错误 正确

α=P(弃真错误)=P(拒绝H0 | H0)
β=P(取伪错误)= P(接受H0| H1)
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• 假设检验原则上规定只控制 α .这种作法可能会夸
大H0的可信程度.

P(弃真错误)=P(拒绝H0 | H0 ) ＝α. ≤ α

α 就是显著性水平（即所允许犯弃真错误的概率），

也记其为α。
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Example 2.An economist estimates that the average Canadian 
household saves 15% of its income. In a random sample of 64 
households, the average saving rate is found to be 14%, and the 
standard deviation is 7%. Do we have enough evidence to refute 
the economist's claim(α=0.05)?
Solution. Hypotheses:

Test Statistic:

Level of significance:  α=0.05
Critical  z values: 

Conclusion: Since the value of  |Z| is  less  than                 , 
we cannot reject H0. We can not refute the economist's claim.

15:;15: 10 ≠= µµ HH

14.1
64/7.0
15.014.0

/
0 −=

−
=

−
=

nS
XZ µ

96.1Z 025.02 == Zα

96.1025.0 =Z
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2、变量的显著性检验

),(~ˆ
2

2

11 ∑ ix
N σββ

)2(~
ˆ

ˆ

ˆ

1̂

11

22

11 −
−

=
−

=
∑
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t
i β

ββ

σ

ββ
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检验步骤：

（1）对总体参数提出假设

H0： β1=0， H1：β1≠0

（2）以原假设H0构造t统计量，并由样本计算其值

1̂

1̂

β

β
S

t =

（3）给定显著性水平α，查t分布表，得临界值t α/2(n-2)

(4) 比较，判断

若 |t|> t α/2(n-2)，则拒绝H0 ，接受H1 ；

若 |t|≤ t α/2(n-2)，则拒绝H1 ，接受H0 ；
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对于一元线性回归方程中的β0，可构造如下t统计量
进行显著性检验：

)2(~
ˆ

ˆ

ˆ

0
ˆ

0
222

00 −=
−

=
∑∑

nt
SxnX

t
ii β

β
σ

ββ

在上述收入-消费支出例中，首先计算σ2的估计值

13402
210

7425000777.04590020
2

ˆ

2
ˆ

222
1

22
2 =

−
×−

=
−

−
=

−
= ∑ ∑∑

n
xy

n
e iii β

σ

0425.00018.07425000/13402ˆ 22
ˆ
1

==== ∑ ixS σ
β

41.98742500010/5365000013402ˆ 222
ˆ

0
=××== ∑∑ ii xnXS σ

β

表 2.1.3  家庭消费支出与可支配收入的一个随机样本 
Y 800 1100 1400 1700 2000 2300 2600 2900 3200 3500 
X 594 638 1122 1155 1408 1595 1969 2078 2585 2530 
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t统计量的计算结果分别为：

29.180425.0777.0ˆ
1

ˆ11 ===
β

β St

048.141.9817.103ˆ
0

ˆ00 −=−==
β

β St

给定显著性水平α=0.05，查t分布表得临界值

t 0.05/2(8)=2.306

|t1|>2.306，说明家庭可支配收入在95%的置信

度下显著，即是消费支出的主要解释变量；

|t2|<2.306,表明在95%的置信度下，无法拒绝

截距项为零的假设。
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假设检验可以通过一次抽样的结果检验总体参
数可能的假设值的范围（如是否为零），但它并
没有指出在一次抽样中样本参数值到底离总体参
数的真值有多“近”。

要判断样本参数的估计值在多大程度上可以
“近似”地替代总体参数的真值，往往需要通过
构造一个以样本参数的估计值为中心的“区间”，
来考察它以多大的可能性（概率）包含着真实的
参数值。这种方法就是参数检验的置信区间估计。

三、参数的置信区间
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αδββδβ −=+≤≤− 1)ˆˆ(P

如果存在这样一个区间，称之为置信区间（confidence
interval ）； 1-α称为置信系数（置信度）（ confidence
coefficient）， α称为显著性水平（level of significance）；置
信区间的端点称为置信限（ confidence limit）或临界值
（critical values）。
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一元线性模型中，βi (i=1，2）的置信区间:

在变量的显著性检验中已经知道：

)2(~
ˆ

ˆ

−
−

= nt
s

t
i

ii

β

ββ

意味着，如果给定置信度（1-α），从分布
表中查得自由度为(n-2)的临界值，那么t值处在
(-tα/2, tα/2)的概率是(1-α )。表示为：

P t t t( )− < < = −α α α
2 2

1

即 P t
s

ti i

i

(


)


− <
−

< = −α α

β β
α

β
2 2

1

P t s t si i i
i i

(   ) β β β αα αβ β
− × < < + × = −

2 2
1
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于是得到:(1-α)的置信度下, βi的置信区间是

(  ,  ) β βα αβ βi it s t s
i i

− × + ×
2 2

在上述收入-消费支出例中，如果给定α =0.01，
查表得：

355.3)8()2( 005.0
2

==− tntα

由于 042.0
1

ˆ =
β

S 41.98
0

ˆ =
β

S

于是，β1、β0的置信区间分别为：

（0.6345,0.9195)

（-433.32,226.98）
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由于置信区间一定程度地给出了样本参数估计
值与总体参数真值的“接近”程度，因此置信区间
越小越好。

要缩小置信区间，需

（1）增大样本容量n，因为在同样的置信水平
下，n越大，t分布表中的临界值越小；同时，增大
样本容量，还可使样本参数估计量的标准差减小；

（2）提高模型的拟合优度，因为样本参数估计
量的标准差与残差平方和呈正比，模型拟合优度越
高，残差平方和应越小。



71

(三).  一元线性回归分析的应用：预测问题

对于一元线性回归模型

ii XY 10
ˆˆˆ ββ +=

给定样本以外的解释变量的观测值X0，可以得到被解释
变量的预测值Ŷ0 ，可以此作为其条件均值E(Y|X=X0)或
个别值Y0的一个近似估计。

注意：严格地说，这只是被解释变量的预测值的估计
值，而不是预测值。

原因:（1）参数估计量不确定；

（2）随机项的影响
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一、Ŷ0是条件均值E(Y|X=X0)的一个无偏估计

对总体回归函数E(Y|X=X0)=β0+β1X，X=X0时

E(Y|X=X0)=β0+β1X0

0100
ˆˆˆ XY ββ +=

于是 0101000100 )ˆ()ˆ()ˆˆ()ˆ( XEXEXEYE ββββββ +=+=+=

可见，Ŷ0是条件均值E(Y|X=X0)的无偏估计。
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二、总体条件均值与个值预测值的置信
区间

1、总体均值预测值的置信区间

由于 0100
ˆˆˆ XY ββ +=

),(~ˆ
2

2

11 ∑ ix
N σββ ),(~ˆ 2

2

2

00 σββ
∑
∑

i

i

xn
X

N

于是 0101000 )ˆ()ˆ()ˆ( XEXEYE ββββ +=+=

)ˆ()ˆ,ˆ(2)ˆ()ˆ( 1
2
010000 ββββ VarXCovXVarYVar ++=

可以证明 ∑−= 22
10 /)ˆ,ˆ( ixXCov σββ
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因此
∑∑∑
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于是，在1-α的置信度下，总体均值E(Y|X0)的置信区间为

0202
ˆ00ˆ0

ˆ)|(ˆ
YY StYXYEStY ×+<<×− αα
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2、总体个值预测值的预测区间

由 Y0=β0+β1X0+µ 知:

),(~ 2
0100 σββ XNY +

于是 ))
)(11(,0(~ˆ

2

2
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−

++−
ix
XX

n
NYY σ
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−
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YY x
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n
S σ

从而在1-α的置信度下， Y0的置信区间为

00202
ˆ000ˆ0

ˆˆ
YYYY StYYStY
−−

×+<<×− αα
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在上述收入-消费支出例中，得到的样本回归函数为

ii XY 777.0172.103ˆ +−=

则在 X0=1000处， Ŷ0 = –103.172+0.777×1000=673.84

29.3727
7425000

)21501000(
10
113402)ˆ(

2

0 =






 −
+=YVar而

05.61)ˆ( 0 =YS

因此，总体均值E(Y|X=1000)的95%的置信区间为：

673.84-2.306×61.05< E(Y|X=1000) <673.84+2.306×61.05

或 （533.05, 814.62）
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同样地，对于Y在X=1000的个体值，其95%的置信区间为：

673.84 - 2.306×61.05<Yx=1000 <673.84 + 2.306×61.05

或 (372.03, 975.65) 

• 总体回归函数的置信带（域）（confidence band）

• 个体的置信带（域）
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对于Y的总体均值E(Y|X)与个体值的预测区
间（置信区间）:

（1）样本容量n越大，预测精度越高，反之
预测精度越低；

（2）样本容量一定时，置信带的宽度当在X
均值处最小，其附近进行预测（插值预测）
精度越大；X越远离其均值，置信带越宽，
预测可信度下降。
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一、中国居民人均消费模型
例2 考察中国居民收入与消费支出的关系。

        表 2.5.1  中国居民人均消费支出与人均 GDP（元/人） 
年份 人均居民消费 

CONSP 

人均GDP 

GDPP 

年份 人均居民消费 

CONSP 

人均GDP 

GDPP 

1978 395.8 675.1 1990 797.1 1602.3 

1979 437.0 716.9 1991 861.4 1727.2 

1980 464.1 763.7 1992 966.6 1949.8 

1981 501.9 792.4 1993 1048.6 2187.9 

1982 533.5 851.1 1994 1108.7 2436.1 

1983 572.8 931.4 1995 1213.1 2663.7 

1984 635.6 1059.2 1996 1322.8 2889.1 

1985 716.0 1185.2 1997 1380.9 3111.9 

1986 746.5 1269.6 1998 1460.6 3323.1 

1987 788.3 1393.6 1999 1564.4 3529.3 

1988 836.4 1527.0 2000 1690.8 3789.7 

1989 779.7 1565.9    

 

GDPP：人均国内生产总值（1990年不变价）

CONSP：人均居民消费（以居民消费价格指数（1990=100）缩减）。

(四)  实例：时间序列问题
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该两组数据是1978~2000年的时间序列数据
（time series data）；

1、建立模型

拟建立如下一元回归模型

µβ ++= GDPPCCONSP

采用Eviews软件进行回归分析的结果见下表

前述收入-消费支出例中的数据是截面数据
（cross-sectional data）。
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       表 2.5.2  中国居民人均消费支出对人均 GDP 的回归（1978~2000） 

LS // Dependent Variable is CONSP     
Sample: 1978 2000     
Included observations: 23     
Variable          Coefficient   Std. Error    t-Statistic      Prob.   
C               201.1071   14.88514     13.51060     0.0000 
GDPP1           0.386187    0.007222     53.47182     0.0000 
R-squared       0.992709     Mean dependent var   905.3331 
Adjusted R-squared   0.992362     S.D. dependent var      380.6428 
S.E. of regression   33.26711     Akaike info criterion     7.092079 
Sum squared resid   23240.71     Schwarz criterion      7.190818 
Log likelihood      -112.1945     F-statistic              2859.235 
Durbin-Watson stat   0.550288     Prob(F-statistic)      0.000000 

一般可写出如下回归分析结果：

(13.51)     (53.47)

R2=0.9927   F=2859.23   DW=0.5503 
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2、模型检验

R2=0.9927

T值：C：13.51， GDPP：53.47       

临界值: t0.05/2(21)=2.08

斜率项：0<0.3862<1，符合绝对收入假说

3、预测

2001年：GDPP=4033.1（元）（90年不变价）

点估计：CONSP2001=201.107 + 0.3862×4033.1 = 1758.7（元）

2001年实测的CONSP（1990年价）:1782.2元，

相对误差: -1.32%。
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2001年人均居民消费的预测区间

人均GDP的样本均值与样本方差：

E(GDPP)=1823.5     Var(GDPP)=982.042=964410.4

在95%的置信度下，E(CONSP2001)的预测区间为：

)
4.964410)123(

)5.18231.4033(
23
1(

223
71.23240306.27.1758

2

×−
−

+×
−

×±

=1758.7±40.13

或： （1718.6,1798.8）

同样地，在95%的置信度下，CONSP2001的预测区间为：

)
4.964410)123(

)5.18231.4033(
23
11(

223
71.23240306.27.1758

2

×−
−

++×
−

×±

=1758.7±86.57

或 （1672.1, 1845.3）
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二、时间序列问题

上述实例表明，时间序列完全可以进行类似
于截面数据的回归分析。

然而，在时间序列回归分析中，有两个需注
意的问题：

第一，关于抽样分布的理解问题。

能把表2.5.1中的数据理解为是从某个总体中
抽出的一个样本吗？
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第二，关于“伪回归问题”（spurious regression 
problem）。

在现实经济问题中，对时间序列数据作回归，
即使两个变量间没有任何的实际联系，也往往会
得到较高的可决系数，尤其对于具有相同变化趋
势（同时上升或下降）的变量，更是如此。

这种现象被称为“伪回归”或“虚假回归”。
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第三节 经典单方程计量经济学模型：

多元线性回归

• 多元线性回归模型

• 多元线性回归模型的参数估计

• 多元线性回归模型的统计检验

• 多元线性回归模型的预测

• 回归模型的其他形式

• 回归模型的参数约束
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一、多元线性回归模型

多元线性回归模型:表现在线性回归模型中的解释变量

有多个。

一般表现形式：

ikikiii XXXY µββββ ++⋅⋅⋅+++= 22110 i=1,2…,n

其中:k为解释变量的数目，βj称为回归参数（regression 
coefficient）。

习惯上：把常数项看成为一虚变量的系数，该虚变量
的样本观测值始终取1。这样：

模型中解释变量的数目为（k+1）

（一） 多元线性回归模型
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ikikiii XXXY µββββ ++⋅⋅⋅+++= 22110

也被称为总体回归函数的随机表达形式。它 的
非随机表达式为:

kikiikiiii XXXXXXYE ββββ +⋅⋅⋅+++= 2211021 ),,|( 

方程表示：各变量X值固定时Y的平均响应。

βj也被称为偏回归系数，表示在其他解释变量保持不
变的情况下，Xj每变化1个单位时，Y的均值E(Y)的变化;

或者说βj给出了Xj的单位变化对Y均值的“直接”或
“净”（不含其他变量）影响。
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总体回归模型n个随机方程的矩阵表达式为

μXβY +=
其中
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样本回归函数：用来估计总体回归函数

kikiiii XXXY ββββ ˆˆˆˆˆ
22110 ++++= 

其随机表示式:

ikikiiii eXXXY +++++= ββββ ˆˆˆˆ
22110 

ei称为残差或剩余项(residuals)，可看成是总
体回归函数中随机扰动项µi的近似替代。

样本回归函数的矩阵表达:

βXY ˆˆ = 或 eβXY += ˆ

其中：
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β
β
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二、多元线性回归模型的基本假定

假设1，解释变量是非随机的或固定的，且各
X之间互不相关（无多重共线性）。

假设2，随机误差项具有零均值、同方差及不
序列相关性

0)( =iE µ
22 )()( σµµ == ii EVar

0)(),( == jiji ECov µµµµ

njiji ,,2,1, =≠

假设3，解释变量与随机项不相关

0),( =ijiXCov µ

假设4，随机项满足正态分布

),0(~ 2σµ Ni

kj ,2,1 =
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上述假设的矩阵符号表示 式：

假设1，n×(k+1)矩阵X是非随机的，且X的秩ρ=k+1，
即X满秩。

假设2， 0
)(

)(
)(

11

=
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nn E

E
EE

µ

µ

µ

µ
μ

( )































=′ n

n

EE µµ
µ
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假设4，向量µ有一多维正态分布，即

),(~ 2I0μ σN

同一元回归一样，多元回归还具有如下两个重要假设：

假设5，样本容量趋于无穷时，各解释变量的方差趋于有
界常数，即n→∞时，

jjjiji QXX
n

x
n

→−= ∑∑ 22 )(11
或 Qxx →′

n
1

其中：Q为一非奇异固定矩阵，矩阵x是由各解释变量
的离差为元素组成的n×k阶矩阵
















=

knn

k

xx

xx







1

111

x

假设6，回归模型的设定是正确的。
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（二） 多元线性回归模型的估计

估计方法：OLS、ML或者MM

一、普通最小二乘估计

*二、最大或然估计

*三、矩估计

四、参数估计量的性质

五、样本容量问题

六、估计实例
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一、普通最小二乘估计

对于随机抽取的n组观测值 kjniXY jii  ,2,1,0,,,2,1),,( ==

如果样本函数的参数估计值已经得到，则有：

Kikiiii XXXY ββββ ˆˆˆˆˆ
22110 ++++=  i=1,2…n

根据最小二乘原理，参数估计值应该是下列方程组的解
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于是得到关于待估参数估计值的正规方程组：
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    解该（k+1）个方程组成的线性代数方程组，即可得到

(k+1)个待估参数的估计值  , , , , ,β j j k= 0 1 2  。
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正规方程组的矩阵形式
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即 YXβX)X( ′=′ ˆ

由于X’X满秩，故有

YXXXβ ′′= −1)(ˆ
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将上述过程用矩阵表示如下：

即求解方程组： 0)ˆ()ˆ(ˆ =−′− βXYβXY
β∂
∂

0)ˆˆˆˆ(ˆ =′′+′−′′−′
∂
∂ βXXββXYYXβYY
β

0)ˆˆˆ2(ˆ =′′+′−′
∂
∂ βXXββXYYY
β

0ˆ =′+′− βXXYX

得到：

YXXXβ ′′= −1)(ˆ

βXXYX ˆ′=′

于是：



99

例3：在例2的家庭收入-消费支出例中，
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正规方程组的另一种写法

对于正规方程组

βXXYX ˆ′=′

βXXeXβXX ˆˆ ′=′+′

于是

0eX =′

或 ∑ = 0ie

0=∑
i

iji eX

(*)或（**）是多元线性回归模型正规方程组的另一
种写法

(*)

(**)
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样本回归函数的离差形式

ikikiii exxxy ++++= βββ ˆˆˆ
2211  i=1,2…n

其矩阵形式为

eβxy += ˆ

其中：
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在离差形式下，参数的最小二乘估计结果为

Yxxxβ ′′= −1)(ˆ

kk XXY βββ ˆˆˆ
110 −−−= 
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随机误差项µ的方差σ的无偏估计

可以证明，随机误差项µ的方差的无偏估计量为

11
ˆ

2
2

−−
′

=
−−

= ∑
knkn

ei eeσ
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*二、最大或然估计

对于多元线性回归模型

ikikiii XXXY µββββ ++⋅⋅⋅+++= 22110

易知 ),(~ 2σβXiNYi

Y的随机抽取的n组样本观测值的联合概率

)ˆ()ˆ(
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即为变量Y的似然函数
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对数或然函数为

)ˆ()ˆ(
2

1)2(

)(

 
2

*

βXYβXY −−−−=

=

σ
σπnLn

LLnL

对对数或然函数求极大值，也就是对

)ˆ()ˆ( βXYβXY −′−

求极小值。

因此，参数的最大或然估计为

YXXXβ 1 ′′= −)(ˆ

结果与参数的普通最小二乘估计相同
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*三、矩估计（Moment Method, MM）

OLS估计是通过得到一个关于参数估计值的正
规方程组

YXβX)X( ′=′ ˆ

并对它进行求解而完成的。

该正规方程组 可以从另外一种思路来导:

μXβY +=
μXXβXYX ′+′=′

μXXβ(YX ′=−′ )
求期望 : 0XβYX =−′ )((E



106

0XβYX =−′ )((E

称为原总体回归方程的一组矩条件，表明了原总
体回归方程所具有的内在特征。

0)ˆ1
=−′ βX(YX

n
由此得到正规方程组

YX'βXX' =ˆ

解此正规方程组即得参数的MM估计量。

易知MM估计量与OLS、ML估计量等价。
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矩方法是工具变量方法(Instrumental Variables,IV)
和广义矩估计方法(Generalized Moment Method, 
GMM)的基础

• 在矩方法中关键是利用了

E(X’µ)=0
• 如果某个解释变量与随机项相关，只要能找到1
个工具变量，仍然可以构成一组矩条件。这就是
IV。

• 如果存在＞k+1个变量与随机项不相关，可以构
成一组包含＞k+1方程的矩条件。这就是GMM。
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四、参数估计量的性质

在满足基本假设的情况下，其结构参数β的普通
最小二乘估计、最大或然估计及矩估计仍具有：

线性性、无偏性、有效性。

同时，随着样本容量增加，参数估计量具有：

渐近无偏性、渐近有效性、一致性。

1、线性性

CYYXXXβ =′′= −1)(ˆ

其中,C=(X’X)-1 X’ 为一仅与固定的X有关的行向量
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2、无偏性

β
μXXXβ
μXβXXX

YXXXβ

1

1

=

′′+=

+′′=

′′=

−

−

−

)()(
))()((

))(()ˆ( 1

E
E
EE

这里利用了假设: E(X’µ)=0

3、有效性（最小方差性）
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其中利用了
YXXXβ ′′= −1)(ˆ

μXXXβ
μXβXXX

′′+=

+′′=
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−

1

1

)(
)()(

和 Iμμ 2)( σ=′E
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五、样本容量问题

所谓“最小样本容量”，即从最小二乘原理
和最大或然原理出发，欲得到参数估计量，不管
其质量如何，所要求的样本容量的下限。

⒈ 最小样本容量

样本最小容量必须不少于模型中解释变量
的数目（包括常数项）,即

n ≥ k+1
因为，无多重共线性要求：秩(X)=k+1
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2、满足基本要求的样本容量

从统计检验的角度：

n>30 时，Z检验才能应用；

n-k≥8时, t分布较为稳定

一般经验认为:

当n≥30或者至少n≥3(k+1)时，才能说满足
模型估计的基本要求。

模型的良好性质只有在大样本下才能
得到理论上的证明
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六、多元线性回归模型的参数估计实例

例3 在例2中，已建立了中国居民人均

消费一元线性模型。这里我们再考虑建立
多元线性模型。

解释变量：人均GDP：GDPP
前期消费：CONSP(-1)

估计区间：1979~2000年
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Eviews软件估计结果

LS // Dependent Variable is CONS     
Sample(adjusted): 1979 2000     
Included observations: 22 after adjusting endpoints     

Variable     Coefficient    Std. Error     t-Statistic     Prob.   

  C              120.7000       36.51036       3.305912     0.0037 
  GDPP          0.221327     0.060969       3.630145     0.0018 
  CONSP(-1)      0.451507      0.170308       2.651125     0.0158 
  R-squared          0.995403     Mean dependent var     928.4946 
  Adjusted R-squared  0.994920     S.D. dependent var      372.6424 
  S.E. of regression  26.56078     Akaike info criterion  6.684995 
  Sum squared resid  13404.02     Schwarz criterion      6.833774 
  Log likelihood      -101.7516     F-statistic              2057.271 
  Durbin-Watson stat  1.278500     Prob(F-statistic)      0.000000 
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（三） 多元线性回归模型的统计检验

一、拟合优度检验

二、方程的显著性检验(F检验)

三、变量的显著性检验（t检验）

四、参数的置信区间
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一、拟合优度检验

1、可决系数与调整的可决系数

则

22

2

2

)ˆ()ˆ)(ˆ(2)ˆ(

))ˆ()ˆ((

)(

YYYYYYYY

YYYY

YYTSS

iiiiii

iii

i

−Σ+−−Σ+−Σ=

−+−Σ=

−Σ=

总离差平方和的分解
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由于 ∑∑ −=−− )ˆ()ˆ)(ˆ( YYeYYYY iiii

∑ ∑ ∑∑ ++++= ikiikiii eYXeXee βββ ˆˆˆ
110 

=0
所以有：

ESSRSSYYYYTSS iii +=−+−= ∑ ∑
22 )ˆ()ˆ(
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∑∑∑
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可决系数

TSS
RSS

TSS
ESSR −== 12

该统计量越接近于1，模型的拟合优度越高。

问题：

在应用过程中发现，如果在模型中增加一个解
释变量， R2往往增大（Why?)

这就给人一个错觉：要使得模型拟合得好，只
要增加解释变量即可。

但是，现实情况往往是，由增加解释变量个数
引起的R2的增大与拟合好坏无关，R2需调整。
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调整的可决系数（adjusted coefficient of 
determination）

在样本容量一定的情况下，增加解释变量必定
使得自由度减少，所以调整的思路是:将残差平方

和与总离差平方和分别除以各自的自由度，以剔
除变量个数对拟合优度的影响:

)1/(
)1/(12

−
−−

−=
nTSS

knRSSR

其中：n-k-1为残差平方和的自由度，n-1为总体平
方和的自由度。
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1
1)1(1 22

−−
−

−−=
kn

nRR
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*2、赤池信息准则和施瓦茨准则

为了比较所含解释变量个数不同的多元回归模型
的拟合优度，常用的标准还有:

赤池信息准则（Akaike information criterion, AIC）

n
k

n
AIC )1(2ln +

+
′

=
ee

施瓦茨准则（Schwarz criterion，SC）

n
n
k

n
AC lnln +

′
=

ee

这两准则均要求仅当所增加的解释变量能够减少
AIC值或AC值时才在原模型中增加该解释变量。
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Eviews的估计结果显示：

中国居民消费二元例中：

AIC=6.68        AC=6.83

中国居民消费一元例中：

AIC=7.09        AC=7.19

从这点看，可以说前期人均居民消费CONSP(-1)应
包括在模型中。
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二、方程的显著性检验(F检验)
方程的显著性检验，旨在对模型中被解释变

量与解释变量之间的线性关系在总体上是否显著
成立作出推断。

1、方程显著性的F检验

即检验模型

Yi=β0+β1X1i+β2X2i+ … +βkXki+µi i=1,2, …,n

是否显著。

可提出如下原假设与备择假设：

H0： β0=β1=β2= … =βk=0

H1： βj不全为0
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F检验的思想来自于总离差平方和的分解式：

TSS=ESS+RSS

由于回归平方和 ∑= 2ˆ iyESS 是解释变量 X的联合体对被解

释变量 Y 的线性作用的结果，考虑比值

            ∑∑= 22ˆ/ ii eyRSSESS

如果这个比值较大，则X的联合体对Y的解释程度

高，可认为总体存在线性关系，反之总体上可能不存
在线性关系。

因此,可通过该比值的大小对总体线性关系进行推
断。
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根据数理统计学中的知识，在原假设H0成立
的条件下，统计量

)1/(
/

−−
=

knRSS
kESSF

服从自由度为(k , n-k-1)的F分布

给定显著性水平α，可得到临界值Fα(k,n-k-1)，
由样本求出统计量F的数值，通过

F> Fα(k,n-k-1)   或 F≤Fα(k,n-k-1)

来拒绝或接受原假设H0，以判定原方程总体上的

线性关系是否显著成立。



126

对于中国居民人均消费支出的例子：

一元模型：F=285.92

二元模型：F=2057.3
给定显著性水平α =0.05，查分布表，得到临界
值：

一元例：Fα(1,21)=4.32

二元例： Fα(2,19)=3.52

显然有 F> Fα(k,n-k-1)

即二个模型的线性关系在显著性水平 α =0.05下显
著成立。
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2、关于拟合优度检验与方程显著性检

验关系的讨论

由
)1/(

)1/(12

−
−−

−=
nTSS

knRSSR )1/(
/

−−
=

knRSS
kESSF

可推出：
kFkn

nR
+−−

−
−=

1
112

与

或
)1/()1(

/
2

2

−−−
=

knR
kRF
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•在中国居民人均收入-消费一元模型中，

•在中国居民人均收入-消费二元模型中，
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三、变量的显著性检验（t检验）

方程的总体线性关系显著≠每个解释变量对被
解释变量的影响都是显著的

因此，必须对每个解释变量进行显著性检验，
以决定是否作为解释变量被保留在模型中。

这一检验是由对变量的 t 检验完成的。
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1、t统计量

由于 12 )()ˆ( −′= XXβ σCov

以cii表示矩阵(X’X)-1 主对角线上的第i个元素，
于是参数估计量的方差为：

iii cVar 2)ˆ( σβ =

其中σ2为随机误差项的方差，在实际计算
时，用它的估计量代替:

11
ˆ

2
2

−−
′

=
−−

= ∑
knkn

ei eeσ
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),(~ˆ 2
iiii cN σββ

因此，可构造如下t统计量

)1(~

1

ˆˆ

ˆ

−−

−−
′

−−
= knt

kn
c

S
t

ii

iiii

i
ee
ββββ

β
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2、t检验

设计原假设与备择假设：

H1：βi≠0

给定显著性水平α，可得到临界值tα/2(n-k-1)，
由样本求出统计量t的数值，通过

|t|> tα/2(n-k-1)   或 |t|≤tα/2(n-k-1)

来拒绝或接受原假设H0，从而判定对应的解释变

量是否应包括在模型中。

H0：βi=0 （i=1,2…k）
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注意：一元线性回归中，t检验与F检验一致

一方面，t检验与F检验都是对相同的原假设
H0：β1=0 进行检验;

另一方面，两个统计量之间有如下关系：
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在中国居民人均收入-消费支出二元模型例中，
由应用软件计算出参数的t值：

651.2630.3306.3 210 === ttt

给定显著性水平α=0.05，查得相应临界值：
t0.025(19) =2.093。

可见，计算的所有t值都大于该临界值，所以
拒绝原假设。即:

包括常数项在内的3个解释变量都在95%的水
平下显著，都通过了变量显著性检验。
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四、参数的置信区间

参数的置信区间用来考察：在一次抽样中所估
计的参数值离参数的真实值有多“近”。

在变量的显著性检验中已经知道：

)1(~

1

ˆˆ

ˆ

−−

−−
′

−−
= knt

kn
c

S
t

ii

iiii

i
ee
ββββ

β

容易推出：在(1-α)的置信水平下βi的置信区间是

(  ,  ) β βα αβ βi it s t s
i i

− × + ×
2 2

其中，tα/2为显著性水平为α 、自由度为n-k-1的临界值。
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在中国居民人均收入-消费支出二元模型例中,

给定α=0.05，查表得临界值：t0.025(19)=2.093

计算得参数的置信区间：

β0 ：(44.284, 197.116)

β1 ： (0.0937, 0.3489 )

β2 ：(0.0951, 0.8080)

170.04515.0ˆ

061.02213.0ˆ

51.3670.120ˆ

2

1

0

ˆ2

ˆ1

ˆ0

==

==

==

β

β

β

β

β

β

s

s

s

从回归计算中已得到：
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如何才能缩小置信区间？

•增大样本容量n，因为在同样的样本容量下，n越
大，t分布表中的临界值越小，同时，增大样本容
量，还可使样本参数估计量的标准差减小；

•提高模型的拟合优度，因为样本参数估计量的标
准差与残差平方和呈正比，模型优度越高，残差
平方和应越小。

•提高样本观测值的分散度,一般情况下，样本观
测值越分散，(X’X)-1的分母的|X’X|的值越大，致

使区间缩小。
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（四）多元线性回归模型的预测

一、E(Y0)的置信区间

二、Y0的置信区间
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对于模型

βXY ˆˆ =
给 定 样 本 以 外 的 解 释 变 量 的 观 测 值
X0=(1,X10,X20,…,Xk0)，可以得到被解释变量的预
测值：

βX ˆˆ
00 =Y

它可以是总体均值E(Y0)或个值Y0的预测。

但严格地说，这只是被解释变量的预测值的估

计值，而不是预测值。

为了进行科学预测，还需求出预测值的置信
区间，包括E(Y0)和Y0的置信区间。
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一、E(Y0)的置信区间

易知
)()ˆ()ˆ()ˆ( 00 YEEEYE ==== βXβXβX 000

))ˆˆ()ˆ()ˆ( 2
0 ββ()Xββ(XβXβX 0000 −−=−= EEYVar

0
1

0
2

0

00

)(

ˆˆ
)ˆˆ()ˆ(

XXXX
X)ββ)(ββ(X

X)ββ)(ββ(X

0

0

′′=

′′−−=

′′−−=

−σ

E

EYVar
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容易证明

),(~ˆ
0

2
0 XX)X(XβX 1

00 ′′ −σNY

)1(~
ˆ

ˆ
−−

′′

−
−

knt
)E(YY 00

0
1

0 XX)X(Xσ

于是，得到(1-α)的置信水平下E(Y0)的置信区间：

0
1

0000
1

00 )(ˆˆ)()(ˆˆ
22

XXXXXXXX ′′×+<<′′×− −− σσ αα tYYEtY

其中，tα/2为(1-α)的置信水平下的临界值。
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二、Y0的置信区间

如果已经知道实际的预测值Y0，那么预测误差为：

000 ŶYe −=

容易证明

0
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))ˆ((

)ˆ()(

1
00

00

0000
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e0服从正态分布，即

)))(1(,0(~ 0
1

0
2

0 XXXX ′′+ −σNe

)))(1(ˆˆ 0
1

0
22

0
XXXX ′′+= −σσ e

构造t统计量

)1(~
ˆ

ˆ

0

00 −−
−

= knt
YY

t
eσ

可得给定(1-α)的置信水平下Y0的置信区间：

0
1

0000
1

00 )(1ˆˆ)(1ˆˆ
22

XXXXXXXX ′′+×+<<′′+×− −− σσ αα tYYtY
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中国居民人均收入-消费支出二元模型例中：
2001年人均GDP：4033.1元，

于是人均居民消费的预测值为

Ŷ2001=120.7+0.2213×4033.1+0.4515×1690.8=1776.8（元）

实测值（90年价）=1782.2元，相对误差：-0.31%  

预测的置信区间 ：

















−−
−
−

=′ −

00004.000001.000828.0
00001.000001.000285.0
00828.000285.088952.1

)( 1XX
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3938.0=′′ −
0

1
0 XX)X(X

于是E(Ŷ2001）的95%的置信区间为:

3938.05.705093.28.1776 ××±

或 （1741.8，1811.7）

3938.15.705093.28.1776 ××±

或 （1711.1, 1842.4）

同样，易得Ŷ2001的95%的置信区间为
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第四节 回归模型的其他函数形式

一、模型的类型与变换

二、非线性回归实例
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在实际经济活动中，经济变量的关系是复杂
的，直接表现为线性关系的情况并不多见。

如著名的恩格尔曲线(Engle curves)表现为幂

函数曲线形式、宏观经济学中的菲利普斯曲线
（Pillips cuves）表现为双曲线形式等。

但是，大部分非线性关系又可以通过一些简
单的数学处理，使之化为数学上的线性关系，从
而可以运用线性回归的方法进行计量经济学方面
的处理。
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一、模型的类型与变换

1、倒数模型、多项式模型与变量的直接置换法

例如，描述税收与税率关系的拉弗曲线：抛物线
s = a + b r + c r2 c<0

s：税收； r：税率

设X1 = r，X2 = r2， 则原方程变换为

s = a + b X1 + c X2 c<0

X

XX

10

22110

XŶ        

:

1Ŷ      

:

ββ

βββ

+
=

++
=

双曲函数模型

倒数模型
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2、幂函数模型、指数函数模型与对数变换法

例如，Cobb-Dauglas生产函数：幂函数

Q = AKαLβ

Q：产出量，K：投入的资本；L：投入的劳动

方程两边取对数：

ln Q = ln A + α ln K + β ln L
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3、复杂函数模型与级数展开法

方程两边取对数后，得到：

µρρ ρδδ eLKAQ
1

)( 21
−−− += (δ1+δ2=1)

Q:产出量，K：资本投入，L：劳动投入

ρ：替代参数， δ1、δ2：分配参数

µδδ ρρ
ρ ++−= −− )( 21
1 LKLnLnALnQ

例如，常替代弹性CES生产函数

将式中ln(δ1K-ρ + δ2L-ρ)在ρ=0处展开台劳级数,取关于
ρ的线性项，即得到一个线性近似式。

如取0阶、1阶、2阶项，可得
2

2121 ln
2
1lnlnlnln 














−++=

L
KmLmKmAY δδρδδ
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并非所有的函数形式都可以线性化

无法线性化模型的一般形式为:

µ+= ),,,( 21 kXXXfY 

其中，f(x1,x2,…,Xk)为非线性函数。如：

µβα += LAKQ
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二、非线性回归实例

例5. 建立中国城镇居民食品消费需求函数模型。

根据需求理论，居民对食品的消费需求函数大致为

),,( 01 PPXfQ =

Q:居民对食品的需求量，X：消费者的消费支出总额

P1：食品价格指数，P0：居民消费价格总指数。

零阶齐次性，当所有商品和消费者货币支出总额按同
一比例变动时，需求量保持不变

)/,/( 010 PPPXfQ =

(*)

(**)

为了进行比较，将同时估计（*）式与（**）式。
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根据恩格尔定律，居民对食品的消费支出与居
民的总支出间呈幂函数的变化关系:

首先,确定具体的函数形式

321
01
βββ PPAXQ =

对数变换:
µββββ ++++= 031210 lnlnln)ln( PPXQ

考虑到零阶齐次性时
µβββ +++= )/ln()/ln()ln( 012010 PPPXQ

(***)

(****)

(****)式也可看成是对（***）式施加如下约束而得

0321 =++ βββ

因此，对（****）式进行回归，就意味着原需
求函数满足零阶齐次性条件。
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表 3.5.1  中国城镇居民消费支出（元）及价格指数  
 X 

(当年价) 

X1 

(当年价) 

GP 

(上年=100) 

FP 

(上年=100) 

XC 

(1990年价) 

Q 

(1990年价) 

P0 

(1990=100) 

P1 

(1990=100) 

1981 456.8 420.4 102.5 102.7 646.1 318.3 70.7 132.1 

1982 471.0 432.1 102.0 102.1 659.1 325.0 71.5 132.9 

1983 505.9 464.0 102.0 103.7 672.2 337.0 75.3 137.7 

1984 559.4 514.3 102.7 104.0 690.4 350.5 81.0 146.7 

1985 673.2 351.4 111.9 116.5 772.6 408.4 87.1 86.1 

1986 799.0 418.9 107.0 107.2 826.6 437.8 96.7 95.7 

1987 884.4 472.9 108.8 112.0 899.4 490.3 98.3 96.5 

1988 1104.0 567.0 120.7 125.2 1085.5 613.8 101.7 92.4 

1989 1211.0 660.0 116.3 114.4 1262.5 702.2 95.9 94.0 

1990 1278.9 693.8 101.3 98.8 1278.9 693.8 100.0 100.0 

1991 1453.8 782.5 105.1 105.4 1344.1 731.3 108.2 107.0 

1992 1671.7 884.8 108.6 110.7 1459.7 809.5 114.5 109.3 

1993 2110.8 1058.2 116.1 116.5 1694.7 943.1 124.6 112.2 

1994 2851.3 1422.5 125.0 134.2 2118.4 1265.6 134.6 112.4 

1995 3537.6 1766.0 116.8 123.6 2474.3 1564.3 143.0 112.9 

1996 3919.5 1904.7 108.8 107.9 2692.0 1687.9 145.6 112.8 

1997 4185.6 1942.6 103.1 100.1 2775.5 1689.6 150.8 115.0 

1998 4331.6 1926.9 99.4 96.9 2758.9 1637.2 157.0 117.7 

1999 4615.9 1932.1 98.7 95.7 2723.0 1566.8 169.5 123.3 

2000 4998.0 1958.3 100.8 97.6 2744.8 1529.2 182.1 128.1 

2001 5309.0 2014.0 100.7 100.7 2764.0 1539.9 192.1 130.8 

 

X：人均消费

X1：人均食
品消费

GP：居民消
费价格指数

FP：居民食品
消费价格指数

XC：人均消
费（90年价）

Q：人均食品
消费（90年价）

P0：居民消费

价格缩减指数
（1990=100）

P：居民食品

消费价格缩减
指数
（1990=100
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特征：

消费行为在
1981~1995年间表
现出较强的一致性

1995年之后呈现出
另外一种变动特征。

建立1981~1994年中国城镇居民对食品的消费需求模型:

)ln(92.0)ln(08.0)ln(05.163.3)ˆln( 01 PPXQ −−+=

(9.03)  (25.35)          (-2.28)           (-7.34) 
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按零阶齐次性表达式回归:

)/ln(09.0)/ln(07.183.3)ˆln( 010 PPPXQ −+=

（75.86）(52.66)              (-3.62) 

为了比较，改写该式为：

01

010

ln98.0ln09.0ln07.183.3
)ln(ln09.0)ln(ln07.183.3ˆln

PPX
PPPXQ

−−+=
−−−+=

)ln(92.0)ln(08.0)ln(05.163.3)ˆln( 01 PPXQ −−+=
发现与

接近。

意味着：所建立的食品需求函数满足零阶齐次性特征
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第五节 受约束回归

在建立回归模型时，有时根据经济理论需对
模型中变量的参数施加一定的约束条件。

如： 0阶齐次性 条件的消费需求函数
1阶齐次性 条件的C-D生产函数

模型施加约束条件后进行回归，称为受约束
回归（restricted regression）;

不加任何约束的回归称为无约束回归
（unrestricted regression）。
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受约束回归

一、模型参数的线性约束

二、对回归模型增加或减少解释变量

三、参数的稳定性

*四、非线性约束
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一、模型参数的线性约束

对模型

µββββ +++++= kk XXXY 22110

施加约束

121 =+ ββ kk ββ =−1

得
*

11121110 )1( µβββββ ++++−++= −−− kkkk XXXXY 

或 **
1133

*
110

* µββββ +++++= −− kk XXXY 

(*)

(**)

如果对（**）式回归得出 1310
ˆ,,ˆ,ˆ,ˆ

−kββββ 

则由约束条件可得：
12

ˆ1ˆ ββ −= 1
ˆˆ

−= kk ββ
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然而，对所考查的具体问题能否施加约束？

需进一步进行相应的检验。常用的检验有：

F检验、x2检验与t检验，

主要介绍F检验

在同一样本下，记无约束样本回归模型为

eβXY += ˆ

受约束样本回归模型为

**
ˆ eβXY +=

于是

)ββX(eβXeβXβXYe ****
ˆˆˆˆˆ −−=−+=−=



161

受约束样本回归模型的残差平方和RSSR

)ββX(X)ββ(eeee ****
ˆˆˆˆ −′′−+′=′

于是 eeee ** ′≥′

e’e为无约束样本回归模型的残差平方和RSSU

(*)

受约束与无约束模型都有相同的TSS

由（*）式 RSSR ≥ RSSU

从而 ESSR ≤ ESSU

这意味着，通常情况下，对模型施加约束
条件会降低模型的解释能力。
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但是，如果约束条件为真，则受约束回归

模型与无约束回归模型具有相同的解释能力，
RSSR 与 RSSU的差异变小。

可用RSSR - RSSU的大小来检验约束的真实性

根据数理统计学的知识：

)1(~/ 22 −− UU knRSS χσ

)1(~/ 22 −− RR knRSS χσ

)(~/)( 22
RUUR kkRSSRSS −− χσ

于是：

)1,(~
)1/(

)/()(
−−−

−−
−−

= URU
UU

RUUR knkkF
knRSS

kkRSSRSS
F
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讨论：

如果约束条件无效， RSSR 与 RSSU的差异较大，
计算的F值也较大。

于是，可用计算的F统计量的值与所给定的显著

性水平下的临界值作比较，对约束条件的真实性进
行检验。

注意，kU - kR恰为约束条件的个数。
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例6 中国城镇居民对食品的人均消费需求实例
中，对零阶齐次性检验：

231.0
10/003240.0

1/)003240.0003315.0(
=

−
=F

取α=5%，查得临界值F0.05(1,10)=4.96
判断：不能拒绝中国城镇居民对食品的人

均消费需求函数具有零阶齐次特性这一假设。

无约束回归:RSSU=0.00324， kU=3
受约束回归:RSSR=0.00332， KR=2
样本容量n=14， 约束条件个数kU - kR=3-2=1
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这里的F检验适合所有关于参数线性约束的检验

如：多元回归中对方程总体线性性的F检验：

H0： βj=0               j=1,2,…,k

这里：受约束回归模型为

*0 µβ +=Y
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这里，运用了ESSR ＝0。
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二、对回归模型增加或减少解释变量

考虑如下两个回归模型

µβββ ++++= kk XXY 110

µβββββ ++++++= ++++ qkqkkkkk XXXXY  11110

(*)

(**)

(*)式可看成是（**）式的受约束回归：

H0： 021 ==== +++ qkkk βββ 

相应的Ｆ统计量为：

))1(,(~
))1(/(

/)(
))1(/(

/)(

++−
++−

−
=

++−
−
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qknqF
qknRSS

qESSESS
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F

U

RU

U
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如果约束条件为真，即额外的变量Xk+1,  …, 
Xk+q对Ｙ没有解释能力，则Ｆ统计量较小；

否则，约束条件为假，意味着额外的变量对Ｙ
有较强的解释能力，则Ｆ统计量较大。

因此，可通过F的计算值与临界值的比较，来判
断额外变量是否应包括在模型中。

讨论：

Ｆ统计量的另一个等价式

))1(/()1(
/)(

2

22

++−−
−

=
qknR

qRR
F

U

RU
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三、参数的稳定性

1、邹氏参数稳定性检验

建立模型时往往希望模型的参数是稳定的，即

所谓的结构不变，这将提高模型的预测与分析功
能。如何检验？

假设需要建立的模型为
µβββ ++++= kk XXY 110

在 两 个 连 续 的 时 间 序 列 （ 1,2,… ， n1 ） 与
（n1+1,…，n1+n2）中，相应的模型分别为：

1110 µβββ ++++= kk XXY 

2110 µααα ++++= kk XXY 
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合并两个时间序列为( 1,2,…，n1 ，n1+1,…，n1+n2 )，
则可写出如下无约束回归模型
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如果α=β，表示没有发生结构变化，因此可针对
如下假设进行检验：

H0:      α=β

(*)式施加上述约束后变换为受约束回归模型
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因此，检验的F统计量为：

)]1(2,[~
)]1(2/[

/)(
21

21

+−+
+−+

−
= knnkF

knnRSS
kRSSRSS

F
U

UR

记RSS1与RSS2为在两时间段上分别回归后所得的
残差平方和，容易验证，

21 RSSRSSRSSU +=
于是

)]1(2,[~
)]1(2/[)(

/)]([
21

2121

21 +−+
+−++

+−
= knnkF

knnRSSRSS
kRSSRSSRSSF R
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参数稳定性的检验步骤：

（1）分别以两连续时间序列作为两个样本进行回

归，得到相应的残差平方： RSS1与RSS2

（2）将两序列并为一个大样本后进行回归，
得到大样本下的残差平方和RSSR

（3）计算F统计量的值，与临界值比较：

若F值大于临界值，则拒绝原假设，认为
发生了结构变化，参数是非稳定的。

该检验也被称为邹氏参数稳定性检验
（Chow test for parameter stability）。
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2、邹氏预测检验

上述参数稳定性检验要求n2>k。

如果出现n2<k ，则往往进行如下的邹氏预测检
验（Chow test for predictive failure）。

邹氏预测检验的基本思想:

先用前一时间段n1个样本估计原模型，再用
估计出的参数进行后一时间段n2个样本的预测。

如果预测误差较大，则说明参数发生了变化，
否则说明参数是稳定的。
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分别以β、α 表示第一与第二时间段的参数，则

22222222

111

μγβXμβ)(αXβXμαXY
μβXY

++=+−+=+=
+=

其中， )( βαXγ 2 −=

如果γ =0，则 α = β，表明参数在估计期与

预测期相同

(*)

(*)的矩阵式：
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可见，用前n1个样本估计可得前k个参数β的估计，
而γ不外是用后n2个样本测算的预测误差X2(α - β)

(**)
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如果参数没有发生变化，则γ=0，矩阵式简化为
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这里：KU - KR=n2

RSSU=RSS1

分别可看成受约束与无约束回归模型，于是有如
下F检验：
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第一步，在两时间段的合成大样本下做OLS回归，
得受约束模型的残差平方和RSSR ；

第二步，对前一时间段的n1个子样做OLS回归，得
残差平方和RSS1 ；

第三步，计算检验的F统计量，做出判断：

邹氏预测检验步骤：

给定显著性水平α，查F分布表，得临界值Fα(n2, n1-k-1)

如果 F>F(n2, n1-k-1) ，则拒绝原假设，认为预测期发生了
结构变化。



176

例3.6.2 中国城镇居民食品人均消费需求的邹氏
检验。

1、参数稳定性检验

1981~1994：
)ln(92.0)ln(08.0)ln(05.163.3)ˆln( 01 PPXQ −−+= RSS1=0.003240

1995~2001：
01 ln71.0ln06.3ln55.078.13ln PPXQ +−+=

(9.96)    (7.14)           (-5.13)           (1.81) 

1981~2001:
01 ln39.1ln14.0ln21.100.5ln PPXQ −−+=

(14.83)   (27.26)       (-3.24)           (-11.17) 
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34.10
)821/()000058.0003240.0(

4/)]0000580.0003240.0(013789.0[
=

−+
+−

=F

给定α=5%，查表得临界值F0.05(4, 13)=3.18

判断：F值>临界值，拒绝参数稳定的原假设，表
明中国城镇居民食品人均消费需求在1994年前后发
生了显著变化。

2、邹氏预测检验

65.4
)1314/(003240.0

7/)003240.0013789.0(
=

−−
−

=F

给定α=5%，查表得临界值F0.05(7, 10)=3.18
判断： F值>临界值，拒绝参数稳定的原假设
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*四、非线性约束

也可对模型参数施加非线性约束,如对模型

µββββ +++++= kk XXXY 22110

施加非线性约束β1β2=1,得到受约束回归模型:
*

2
1

110
1 µβ
β

ββ +++++= kk XXXY 

该模型必需采用非线性最小二乘法
（nonlinear least squares）进行估计。

非线性约束检验是建立在最大似然原理基
础上的,有最大似然比检验、沃尔德检验与拉
格朗日乘数检验.
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1、最大似然比检验 (likelihood ratio test, LR)

估计:无约束回归模型与受约束回归模型，

方法:最大似然法，

检验:两个似然函数的值的差异是否“足够”大。

记L(β,σ2)为一似然函数:

无约束回归 :    Max: )ˆ,ˆ( 2σβL
受约束回归 :    Max: )~,~( 2σβL
或求极值： )(),( 2 βλβ gL ′−=Φ σ

g(β):以各约束条件为元素的列向量,

λ’：以相应拉格朗日乘数为元素的行向量

约束：g(β)=0
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受约束的函数值不会超过无约束的函数值，但
如果约束条件为真，则两个函数值就非常“接
近”。

( ) ( )22 ˆˆ~~ σσ ，L，L ββ
由此，定义似然比（likelihood ratio）:

如果比值很小，说明两似然函数值差距较大，
则应拒绝约束条件为真的假设；

如果比值接近于１，说明两似然函数值很接近，
应接受约束条件为真的假设。

具体检验时，由于大样本下：
)(~)]ˆ,ˆ(ln)~,~([ln2 222 hLLLR χσσ ββ −−=

h是约束条件的个数。因此：

通过LR统计量的χ2分布特性来进行判断。
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在中国城镇居民人均食品消费需求例中，对零阶
齐次性的检验：

LR= -2(38.57-38.73)=0.32 

给出α=5%、查得临界值χ20.05(1)＝3.84，

判断： LR< χ20.05(1),不拒绝原约束的假设，

表明:中国城镇居民对食品的人均消费需求函
数满足零阶齐次性条件。
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２、沃尔德检验（Wald test, W）

沃尔德检验中，只须估计无约束模型。如对

µββββ +++++= kk XXXY 22110

在所有古典假设都成立的条件下，容易证明

),(~ˆˆ 2
ˆˆ2121 21 ββ

σββββ
+

++ N

因此，在β1+β2=1的约束条件下

)1,0(~1ˆˆ

21
ˆˆ

21 Nz
ββσ

ββ

+

−+
=
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记 )(~~ 22
ˆˆ

21
Xfσσ

ββ
=

+ 可建立沃尔德统计量:

)1(~~
)1ˆˆ( 2

2
ˆˆ

2
21

21

χ
σ
ββ

ββ +

−+
=W

如果有h个约束条件，可得到h个统计量z1,z2,…,zh

约束条件为真时，可建立大样本下的服从自由度为h的
渐近χ2 分布统计量

)(~ 2 hW χZCZ 1−′=

其中，Z为以zi为元素的列向量，C是Z的方差-协方差矩阵。

因此，W从总体上测量了无约束回归不满足约束条件的程度。

对非线性约束，沃尔德统计量W的算法描述要复杂得多。
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3、拉格朗日乘数检验

拉格朗日乘数检验则只需估计受约束模型.

受约束回归是求最大似然法的极值问题:

)(),( 2 βλβ gL ′−=Φ σ

λ’是拉格朗日乘数行向量，衡量各约束条件对最
大似然函数值的影响程度。

如果某一约束为真，则该约束条件对最大似然
函数值的影响很小，于是，相应的拉格朗日乘数
的值应接近于零。

因此，拉格朗日乘数检验就是检验某些拉格朗

日乘数的值是否“足够大”，如果“足够大”，
则拒绝约束条件为真的假设。
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拉格朗日统计量LM本身是一个关于拉格朗日乘数的复杂

的函数，在各约束条件为真的情况下，服从一自由度恰为

约束条件个数的渐近χ2分布。

2nRLM =
n为样本容量，R2为如下被称为辅助回归（auxiliary 
regression）的可决系数:

kkR XXXe δδδδ ˆˆˆˆˆ 22110 ++++= 

如果约束是非线性的，辅助回归方程的估计比较复杂，
但仍可按（*）式计算LM统计量的值。

最后，一般地有:LM≤LR≤W

同样地，如果为线性约束，LM服从一精确的χ2分布：
(*)
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